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0 Logik

Definition: Eine Aussage (=a) ist ein Satz, von dem man eindeutig unterscheiden kann ob er wahr oder falsch ist.

Definition: Die Verneinung (oder Negation) einer Aussage ist genau dann wahr, wenn die Aussage falsch ist. Symbolisch: a

(- a).

(x <5)=(x>5)
Definition:
UND-Verkniipfung (Konjunktion) a A b ist genau dann wahr, wenn a und b beide wahr sind.

ODER-Verkniipfung (Disjunktion) a Vb ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen a oder b wahr ist.

ENTWEDER/ODER-Verkniipfung a xor b ist genau dann wahr, wenn genau eine der Aussagen a und b (aber nicht
beide!) wahr ist.

Wahrheitstabelle:
a|bl| aVvb|aAb| axorb
a |l a 00 0 0
0] 1 110 1 0 1
110 01 1 0 1
1]1 1 1 0

Definition: Ersetzt man in einer Aussage a eine Konstante durch eine Variable x, so entsteht eine Aussageform.
Beispiel: 22 < 15und 2> +1=5

Definition:

ALL-Aussage Fir alle x (aus einer bestimmten Menge) ist a(x) wahr.

Va:a(z) (V...All-Quantor)

EXISTENZ-Aussage Es gibt mindestens ein x (aus einer bestimmten Menge), sodass a(x) wahr ist.
Jz:a(z) (3...Existenz-Quantor)

Satz: Verneinung von All- und Existenz-Aussagen

Varalx)=3z:a(x); Jz:a(z)=VYz:a(z)
Definition:

WENN-DANN-Verkniipfung (Subjunktion) a — b
GENAU-DANN-Verkniipfung (Bijunktion) a + b

Implikation a = b (aus a folgt b; a ist hinreichend fiir b; b ist notwendig fiir a)

alblb—al|albla=blb=al|asb|(a—=bADb—a)
111 1 00 1 1 1 1
110 1 011 1 0 0 0
0|1 0 110 0 1 0 0
00 1 111 1 1 1 1




1 Mengen und Funktionen

1.1 Mengen und Funktionen

Sets

Menge A A= {1,2,3}

Element 1 € A B= {z € A:a(x)}!

Beispiel: (0,3)={ze€R:0<z <3} [0,3)={rcR:0<z<3}[0,3]={zcR:0<x<3}

Teilmenge ACB&Vrec A:x € BACBS ACBANA#B

(®)e

Leere Menge ¢, {}

Vereinigung AUB={z:2€ AV € B}

Durchschnitt ANB={zx:2€ ANz € B}

QD

Beispiel: A =[-1,3], B=(1,5); AnB=(1,3], AUB =[-1,5)

N ={xNAe o 2 € A}% ;U = {x|3A e o 12 € A}; of = {A1, A2, A3, Ay},Ue/ = Ay U Ay U A3 U Ay
Beispiel: o = {[s,2]|0 < s <1,s € R}

Ist Net = [1,2]? |A=B& ACBABCA
Beweis: [1,2] C [s,2], 0<s<1; [1,2]CA VAe &

Angenommen z € N/ und = ¢ [1,2]
Hax<l(0<z<l);(il)x>2
(ii) ist nicht méglich, da 2 > 2 nicht mehr in dem Intervall [1,2] ist.

=3sp=E<l:a¢ 50,2 =ax¢nag 3 4

5p= 15}(
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Damit ist (i) auch nicht moglich. W

U = (0,2] wird dhnlich wie beim vorangegangenen Beispiel bewiesen.

Komplement A\B = {x € Alx ¢ B}; B° =z\B

dDNolo

Ix € A: x Element aus A, fir die gilt
24/ ist eine Kollektion von Mengen; Zusammenfassung von Mengen

3Hier wurde der Mittelwert gebildet und sq ist so gewahlt, dass es grofer als x und kleiner als 1 ist wobei x ebenfalls kleiner als 1 ist



Beispiel: z = R;[—2,2]¢ = (—o0, —2) U (2,00)

Funktionen
Definition: Eine Funktion f : A — B ist eine Vorschrift die jedem Element x € A ein Element f(z) € B zuordnet.

o f(E)={f(x)|xr € E} Bildmenge von E C A

B Wertebereich

Injektiv i x £y = f(z) # f(y)

Surjektiv :< f(A) = B

Bijektiv? :< Injektiv A Surjektiv

Beispiel: f:R = R, z — f(x) = 2?; “2? =17 — Bild

-1
2? = 0

R — R weder surjektiv noch injektiv
R — [0, 00) surjektiv

[0,00) — R injektiv

[0,00) — [0, 00) bijektiv

e Verkettung: g: A— B, f: B—C
(fog)(x) =flg(x)); fog:A=C

e Urbild: f~}(E) :={z € A|f(x) € E}
fl@)=a2 f7H{0h) =101, =1 = ¢, f71({1}) = {-1,+1}

Satz 1.1.6.: Sei f eine Funktion mit f: A — B und E, F C B, dann gilt:

(a) fFHEUF) = f~Y(E)U f~H(F)

(b) fTHENF) = f~HE)N f~H(F)

(c) fFUEB\F) = fYE)\fYF) falls FC E

Beweis: (a) ((b) und (c) analog!)

e fTYEUF)& f(z) e EUF & f(e) e EV f(z)eFexce fTYE)Vae fTY(F)szef Y E)UfH(F) N
Satz 1.1.7.: Sei f eine Funktion mit f: A — B und E, F C A, dann gilt:

(a) f(EUF) = [(E)U f(F)

(b) F(ENF)C f(B)N [(F)

4Bijektive Abbildungen sind immer umkehrbar!

5das soll herauskommen,



(c) F(E)\f(F) C f(E\F) falls FC E

Beweis: (c) ((a) und (b) analog!)

ye JENF(F) &y e f(B) oy=f@) mits€ EAyé f(F) >z ¢ F=ye f(E\F)
Beispiel: f(z)=2% f:R—R

E =(0,00) und F(—00,0) = ENF =¢ ~ disjunkt = f(ENF)=¢

f(E) = [(F) = (0,00) = f(E) N f(F) = (0,00)

Karthesisches Produkt A x B = {(a,b)la € A, b€ B}, Ax Bx C ={(a,b,c)la€ A, be B, ce C}
frA—= B T(f)° ={(z, f(z))|x € A} C Ax B

1.2 Die natirlichen Zahlen

N1: Es gibt ein Element 1 € N

N2: Vn € N existiert genau ein Nachfolger s(n)

N3: 1 ist kein Nachfolger von irgendeinem Element (1 — 2 — 3 — 1)4

N4: Zwei Elemente haben genau dann den gleichen Nachfolger, wenn sie gleich sind: s(n) = s(m) =n=m

N5: Falls A C N mit 1 € A und abgeschlossen unter Nachfolgern ist (n € A = s(n) € A, wenn n drinnen ist dann ist auch

der Nachfolger drinnen), dann gilt A =N
L s(1),s(s(1)), s(s(s(1))), ...

Satz 1.2.1.: Angenommen {P,} ist eine Folge von Aussagen, fiir jedes n gibt es eine Aussage P, V n € N, falls

]13[;1 lakgs(f)% Induktion

dann ist P, fiir alle n € N richtig
Induktive Definition:

e z; € X und f, : X — X gegeben
® Tys(n) = fn(xn)

o z1, fi(z1), fa(x2)
— ——

T2 x3

Definition 1.2.4.: Sei m € N, dann ist: m + 1 = s(m) ~ m + s(n) = s(m +n)

Beweis durch Induktion

Beispiel: Jede Zahl der Form 5™ — 2™ mit n € N ist durch 3 teilbar
Induktionsanfang: n =1: 5! — 2! =3
n—n+1:5mL —gntl—pgntl _5.9n 4 5.9n _ontl — 5. (57 —2n) 4 2n. (5-2)=5. (5" —2") + 2".3 ]

—_———
durch 3 teilbar  durch 3 teilbar
Beispiel: Seien 1 =1 und 41 = vV, + 1

Zu zeigen: 1 < To < 23 < Xy < ... < 2
P12$1<.T2<2, Pnll’n<$n+1<2

Induktionsanfang Pi: 1 < /2 < 2 — Uberpriifung: /P —=1<2<4

SGraph von f; Graph der Funktion
7P, ist richtig, deswegen ist P (nyrichtig



Induktionsschritt: x,, < z,+1 < 2

\/xn+1<\/xn+1+1<\/§

Pn+1:‘rn+1<xn+2<\/§<2 |
Definition: Binomialkoeffizient
ny .__ n!

0l:=1, 1':=1, nl:'=n-(n—-1)-(n—2)-...1
n+1)!=m+1)-(n)

=Mn+1)-(n) (n—1)!
=n+1)-(n)-(n—1)(n—2)!

=n+1)-(n)-(n=1)-..1!
Satz 1.2.12.: Binomialformel

n
(x + y)" = kzo (Z) ok .yn*k
Beweis: Induktion nach n € N

E 1 1!
Induktionsanfang n =1 : x—i—y:kz (i)-xk-yl—k:(é)-xo-yl—k(})-xl-yozﬁ-y TR x=y+z
=0 . . - Ul
=1 =1
Induktionsschritt: n > n+1: (x+y)" = () -ak -y )z +y)
k=0

(z+y) "t =(x+y)- i (3) -k -ynk

k=0
n n
_ kz::O (Z) . phtl yn—k + kz::O (Z) .k ,yn+1—k
n+1 1 X Lk
z.z.: (x+y)"tt= Y ”Z) zk -yt
k=0
+1
Indexverschieben nz (kfl) .k -y"‘*‘l—k + i (Z) Lk .yn+1—k
k=1 k=0
n+1 P n N +1 .
= | X (L)t )yt () e
k=0 =5
e n n k n+1;=lco n+1 n
=3 W)+ @] oy st ("F) = () + (
zz: (") + () = (")

1.3 Ganze und rationale Zahlen
Definition 1.3.1.: Kommutativer Ring? (mit eins)'®
e Menge R

e Addition R X R — R; (a,b) —a+b

e Multiplikation R x R — R; (a,b) — a-b

Al. (Kommutativgesetz) a+b=b+a V¥V a,be R
A2. (Assiozativgesetz) a + (b+¢) = (a+b)+¢ Va,b,c€ R

8Hier darf k weder kleiner 0 sein noch gréfler als n

9Ring bedeutet, dass das inverse Element beziiglich der Multiplikation fehlt

10giehe M3



A3. (Identitdt) 30 € R:a+0=aVa€R
A4. (Inverses Element) Va€ R3(—a) e R:a+ (—a)=0

M3. (ID)31:1-a=a

D. (Distributivgesetz) a- (b+c¢)=a-b+a-c
Beispiel 1.3.2.: F' ein Ring, x,y,z € F

@ rt+z=y+z=>c=y

(b)z-0=0
(c) (=) y=—(v-y)

@) z+z=y+z /+(-2)
4z (=2)=y+z+(-2)

nach A4 =0 =0
r+0=y+0=z=y
—_———

nach A3

D) 0+0=0 /-z

nach A3
z-(04+0)=2-0

z-0+z-0=2-0 /—2-0
—_——

nach D

z-0=0
—
nach (a)
Definition 1.3.3.: Ein Kérper is ein kommutativer Ring in dem zusétzlich MA(INV) V2 # 03z~ i w271 =1 gilt
Beispiel: F ={0,1}
+ 10 1 <1011
010 1 01010

1|1 |[o]" 01

Definition: Rationale Zahlen

Q={2 |nczme2\{0})

—_

. . !’
Aquivalenzrelation: % = 2 & n’-m=n-m'
m m
noy n ._ nmtnm’
m m’ T m-m’
7 !
n ., n ._ nn'
m m’ " m-m’

Satz: Q ist ein Kérper!'?

Die Ordnung auf Q

n n
q m m q
—— ——
€Q 7%!17;'Zz~p >0

Definition 1.3.6.: Ein geordneter Korper F' ist ein Korper F' mit einer Ordnung “<”:
Ol.z<yodery<czx

HDadurch, dass es sonst kein Additives Inverses zu 1 geben wiirde, muss an der markierten Stelle eine 0 stehen.
12 ;
eng. Field



2. z<yundz >y =y

03. z <yund y < z = z < z (Transitiv)

Od. z<y=z+z<y+z

05. <y, 0<z=z2-2<y- -z

Satz 1.3.9.: Sei k € N und 2 € Q mit 22 = k. Dann ist € N, wenn 22 = k eine rationale Losung hat.
Beweis (durch Widerspruch): Angenommen 2% = k mit x € Q aber # ¢ N, k € N; z = 2 mit m und n Teilerfremd!? und
n#1

ZL—; =kem?2=Fk-n?

d p : Primzahl mit p teilt n

= p teilt n?

= p teilt k- n?

= p teilt m?

= p teilt m 4 zu m und n Teilerfremd = Annahme z € Q\N falsch

Folgerung: v/2 ¢ Q

1.4 Die reellen Zahlen

Dedekind-Schnitte

L,={zeQlz<r}="(—00,r)NQ", r€Q
Ls={zeQ|2*<2}U{zeQ|z<0}="“(-00,v2)NQ”

Definition 1.4.1.: Eine Teilmenge L C Q heifit Dedekind-Schnitt, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
() L#Qund L#

(b) L besitzt kein gréBtes Element {fm € L: 2 <mV z € L}

(c)Fallsz e L=>ye LVymity<uz

L+L={r+s|reL, scL}CQ
L-L={r-s|relL, seL}"

Das Vollstandigkeits-Axiom

Angenommen, F sei ein geordneter Korper, dann heifit eine Menge A C F' nach oben beschrénkt, falls ein m € F existiert
mit x < m fur alle x € A.

Beispiel: A = (0,2), kleinste obere Schranke m = 2; A = (0,00) nach oben unbeschrankte Menge; A = (0,2], m = 2;
A = (0,4/2) — in den reellen Zahlen ist v/2 kleinste obere Schranke, in den rationalen Zahlen gibt es keine kleinste obere
Schranke

Definition 1.4.3.: Ein geordneter Kérper heifit vollstindig, falls C.1° jede nach oben beschrinkte Menge eine kleinste obere
Schranke hat.

Satz 1.4.4.: R ist vollstdndig

Beweis': A C R nach oben beschrinkt (durch m)

13Keine gemeinsamen nicht trivialen Teiler

147, und L miissen beide das gleiche Vorzeichen haben, weil es sonst Probleme gibt mit r - s
15The Completeness Axiom

16Nicht kompletter Beweis, eher eine Idee



Behauptung: L = ,Z,L,'7 ist kleinste obere Schranke von A
L ist Dedekind’scher Schnitt: L = L, mit y € R
VeeA: LyCLy, & x<y
Angenommen m obere Schranke und m < y: Widerspruch, da dadurch m in L, ist und deswegen kleiner x wéare / sein
konnte. Darum wéhlen wiry <m W
Definition 1.4.7.: Ein geordneter Korper heifit archimedisch, falls fiir alle € F' ein n € N existiert mit x < n.
Satz 1.4.8.: Die reellen Zahlen sind archimedisch
Beweis (durch Widerspruch): Angenommen 3z : VneN: n<zx
= N ist nach oben beschrénkt
g 3 b : kleinste obere Schranke von N
= b — 1 ist keine obere Schranke
=3IneNmitb—1<n /+1
b<n+1 4 N
Beispiel: Vo >03dneN: %<x

Beweis:%<n<:>x>% [ |

1.5 SUP und INF

Satz 1.5.1.: Jede nichtleere nach unten beschrankte Menge besitzt eine grofite untere Schranke.
—A={-ala€ A} A/ BCR
A+xB={atb|la€ Abe B}
Beweis: “Betrachte —A = {—z |z € A}” [ ]
Erweiterte reelle Zahlen R U {—o0, +o0}
e too+zr =200 z€R
e foo-x==x0c0 >0
e foo—o0o= "7

e L =0 zeR

o0

e L — ?
oo

¢ X — 7
oo

o sup(5,+00) = 400

Definition 1.5.2.: Sei A C R, dann ist:

o sup A= {kleinste obere Schranke —lf%%ssl(}nsqc%h oben beschrankt ist

. _ JgroBte untere Schranke falls A nach unten beschrankt ist
o inf A=
—0o0 sonst

171, ist die Vereinigung von L,



Bemerkung: inf A = —sup (—A)

Beispiel:

A= (-1,1] inf A=-1, sup A=+1

:( ,5) inf B=—o00, sup B=+45
{+1|n€N}Vermutung inf C=0, sup C =00

+2=1+1Z = sup C =00

n2 >1 5 =inf C= :mmC’

D= {%|n€N}

<1l=supD=1=max D
~>0=1inf D=0

3= 3\'—‘

D besitzt kein Minimum, da 0 nicht in der Menge enthalten ist (man néhert sich ihr nur asymptotisch). Das Infimum muss
nicht angenommen werden.

Satz 1.5.7.:

(a) inf A<sup A

(b) sup(A+ B) = sup A+ sup B

(c) sup(A— B) =sup A—inf B

(d) sup(—A) = —inf (A) und inf(—A) = —sup (A)

() ACB= sup A<sup Bund infB <inf A

SUP und INF fiir Funktionen

Erinnerung: Sei f: X — Rund A C X, dann ist f(4) = {f(x) |z € A}
Definition 1.5.8.: Suﬁ f = sup f(A) und ij:l F=ing f(A)

Beispiel:
(a) f(z) = sin(x), I=[-3,5%)
fI) =[-1,1)

sup f_ 1. inf f_ _ min f
1= T 1=

(b) f(z)=3; I=(0,00)

(1) = (0.9

m]I” f:O; su§ f —

Kein Maximum und Minimum; 0 wird nur asymptotisch erreicht.
Satz 1.5.10.:

(a) SuPAC'f—aSq.‘ﬁ J und mfAc'f:c~m£ feso

(b) SUP/(1 f)— _mf (f)

() 3 40 < sup Fosm o g inf ] in] g <inf (f+)
(@) sl ) — (0) 0y € 4) = sup) 7 g /



2 Folgen

2.1 Grenzwert von Folgen

Definition Betrag:

_Jz x>0
|z |= {—x <0

Abstand zwischen z und a ist kleiner €: |z —a |< €
Satz 2.1.1.:

(a) |lyl<xese —e<y<e
(b)|ly—al<eesa—€e<y<a+e

Satz 2.1.2. (Dreiecksungleichung):
e |a+b|<|al|+]|b]
o l[al—[b[[<[a—b]

Beweis:
(@) =(la|+|b])<a+bd<|al|+]|b]|
) lal=[b=(b—a)|<|al+]a=bl=]a|—[b[<[a—b] W

2.2 Using the Definition of Limit

Notation von Folgen: {a,}5%1; {an}; an; a1,as2,as,...
Beispiel:
(a) an = (—1)"-L: —1,+3,—3,+7, ... alternierende Folge

(b) ap=2-n: 2,4,6,8, ...

YRR

antl . 2+1
S 2,55 =

([
|t

(¢) a1 =2, apt1 =
Definition Grenzwert bzw. Konvergenz: Eine Folge reeller Zahlen {x,} konvergiert gegen eine Zahl a € R, falls fiir jedes
(noch so klein) vorgegebenes € > 0 ein zugehoriger Index N (e) existiert, sodass | a, — a |< € fur alle n > N(e).

(Kwz: Ve>03N:la,—al<e, Vn>N)

a heit der Grenzwert l;{g Qo =a, ap — a'®

A=(0,1), B=(2,3)

A+B={x+y|z €A, ye B} =(2,4)

sup A=1, sup B=3= sup(A+ B)=4

B+ {z}=(242,3+1x)

Beispiel Grenzwert:

apn = % — 0% Konvergiert % gegen 07

gegeben: € >0, z.z: 3 N(e) mit |a, —a|<eVn>N(e), L<evVn>N, N=[1]%

_ _ 1 1
Un = 597 = 511 732
gegeben: € >0: I N : \an—a|:|2.7?+1—%|<e
11 2n—2n+1) |_| 2.n—2n—1 |__ —1 _ 1 1 1
| 2~7?+1 T2 |—| 4n+2 |—| Z‘n+n2 |_| Tniz = Tnrz <in <n

184,, konvergiert gegen a

19Nullfolge
20| .| Floor-Funktion rundet auf die nichste ganze Zahl ab



N =i

€

Satz: Gilt a, — a und a,, — b dann folgt a = b (Grenzwerte sind eindeutig).

Beweis durch Widerspruch (5-Trick):

a aN b

L . M e S
H’_l
£
2

rafen {

Angenommen: a #b=|a—b|:=€>0

an—a=3INi: |ap—al|<5 Vn>N

an—=b=>3INa: |a,—b|<5 Vn>N

¥ nmaz(Ni,No):e=la—bl|=|(a—an)+(an—b) |[<*|a—an|+|an—b|<e ¢ W
—_— ——

<% <
Beispiel: a,, = (=1)" —1,41,—1,41,—1, ... ist nicht konvergent! Sie besteht zwar aus 2 konvergenten Teilfolgen, jedoch
wire das Folgenglied nicht mehr im Bereich (1 — €,1 4 €) enthalten.
T-s
Ll

]

Beispiel: a, = 55— = 2713 N %
n 1| 2n—2n+43 |_ 3 3
| gm — 5 = 282208 = B3 p>2
4n—6=n+@B-n-6) n>2
N—

>0
Satz 2.2.3.: Falls a,, = a und b < a < ¢, dann existiert ein N mit b < a,, <c¢ ¥V n?® >N

Korollar 2.2.4.: Konvergente Folgen sind beschréankt.
dm, M: m<a, <M VneN
Satz 2.2.7.: a,, — a < V € nur endlich viele n erfiillen | a,, — a |> €.

. N=4

2.3 Grenzwertsatze

Satz 2.3.1.: Seien {a,} und {b,} Folgen mit b,, — 0. Falls a € R existiert und ein K mit 0 <| a,, — a |< b, fiir alle n > K,
dann ist a,, — a.
Beweis: € >0 AN: |a,—al<e Vn>N
Angenommen: b, > 0=3I Ny:|b,—0|<e Vn>N,
N

bn
|ap, —a|<b, <€ n>Ny n>K
—_————

n>Nz=maz(K<Ny)
Wéhle N = N3 |
211

€ b
22Drejecksungleichung

23 aufindex

weil der Grenzwert mit % abgeschétzt wurde; Prof.: ”Zu € > 0 wahle N = L%J”



Satz 2.3.2.: Sei a,, — 0 und b,, beschriankt. Dann a,, - b,, — 0.
Bemerkung: {b,} beschrinkt & Im,M: m<b,<MVn
Beweis: z.z: € >03 N :|a, -b,|<e Yn>N
Voraussetzung: | b, |[< M, V6 >03:a,|<d Yn>N;
[an -bp | <lan| - |by|<d-M<e Vn>DN;

€: Wihle 8 < 5 = Ny =N |

Satz 2.3.3.: Seien a,, by, ¢, Folgen mit b, < a, <¢, Vn > K. Falls b, = a und ¢, — a, dann folgt a,, — a.
Beweis: z.z.: €e >03I N:a,—al|<e Yn>N

€1 >03INy:|b,—al<e Vn>N

€e2>03 Noi|le,—al<ey Vn> Ny

Wihle € = €1 = €2, N = maxz(Ny, No)

a—e<b,<a+e

a—e<cp<a-+e€

a—e<b,<a,<c,<a+e

lan—al<e ¥V n>N | |
Beispiel: a,, — a mit a,, >0 und a > 0 = \/a, — a

| Van = Va|= et < Jofay —a =0
Beispiel: |a|<1 a™ =0

(n—1
(1+b)":1+n~b+%

Wird nicht bendtigt
Firb>0=1+n-b<(1+b"5 n>2

‘—1—|—bmltb>0

B

la
|a”\:m|—n (1+b)" *(1+b)"§1+nb<74)0 |a‘n:<%+b)n
Satz 2.3.6.: a, > a, b, = b, ceR, k€N

e a, = ca

b) ap +b, > a+b

c) ap by, —a-b

(a
(
(
(d) §= — ¢ falls b# 0 (und b, # 0)
(
(f

e)a — a”
) an” — a'l
Beweis:
(@) |c-an—c-al=|c| |an—a|=0

(€) | an by —a-b|=[ay by —a-by+a-b,—a-b|<|(a,—a) by |+]|a-(by—0)|<|by|-|an—al|+|al| -|b,—b] @O
——

<M —0 —0
- ———
—0 —0
(e)a, <M, a<M ab —ab =(ap —a) (a1 +aF% a4+ ad [ |
n = ’ — n - n n n
N—_——
—0 <k-Mk—1
712+3'n+1 _ "2'(1"'%"‘5?)

Beispiel: a,, = 3n2=Tnt2  n?(3-14%) =3

Satz 2.3.8.: a, = a, b, — b und es gilt a,, < b, Vn > K. Dann folgt a <b.

Beweis durch Widerspruch:

24Binomische Formel
25Bernoulli’sche Ungleichung



Angenommen: a > b, alsoa—b=2-¢>0]a,—al<e n>DN;

a-£=btg }2.5

[ by —b|<€e n> Ny

N = max(Ny, N)

ap,>a—€=b+e>b, Yn>N ¢

Korollar: a, <b, <¢, a,—a, by —>b, ¢, —>c =a<b<c

Warnung: an:%>0 ap—>a=0; b,=0>0 b,—-0b=0; a,>b,=a>b

2.4 Monotone Folgen

Folge a,,

Nicht-fallend, (monoton) steigend a1 > a,
Nicht-steigend, (monoton) fallend a,; < a,

Satz 2.4.1.: Jede beschrankte monotone Folge ist konvergent.
Beweis: ap4+1 > a, und a, < K (a1 < ay)
A={a, |neN} CR a=sup(A) € R da A beschriankt ist

Vermutung: a, +azz: €>03N: a—a, <E€

K

an <a<a+e Vndaa (kleinste) obere Schranke ist.

a kleinste obere Schranke = J ay mit ay > a — € Mon:ogom'e ap>a—€ VYn>N |
Beispiel: a1 = “"2"’1, ar =0

apt1 > ap (VGLUE) a, <1=a, —a

bn—anJrl bn—>CL
a+1
1= 1= a=%4T = q=
Cn_an;r Cn_>% 2

Beispiel: an%l::aél—i—l} ap=n—1 a=a+1=0=1 /4

2
a,+ _ 926
2-a, ar =

2
2
ot <ap, a2 +2<2-a22<ad=a,—a

2-a, —

2
az—a2f22:>a2=2$a:\/§

Beispiel: ap4+1 =

2.2.0 Apg1 L A ap > 0&

26Kann man gegen beliebige reelle Zahl ersetzen und diese Zahl konvergiert gegen die Wurzel aus dieser Zahl (z — /)



Definition 2.4.4.: lim a,, =ocowenn VM >03d N :a, >M Vn>N
Beispiel: a, =n —00; a,=n"—-00 reN

Satz 2.4.6.: Jede monotone Folge hat einen Grenzwert

a _{ n n gerade
10 n ungerade

Satz 2.4.7.: Seien {a,} und {b,} Folgen. Dann gilt:

Hat keinen Grenzwert!

(a) lim a, = +00 < £a,?" > 0 und lim 1 =0
(b) b, nach unten beschrankt und a, — co = a,, + b,, = oo (auBer a, und b, kompensieren sich)
(¢) lim a, = —00 :& lim(—ay,) = 0o
(d) an, < by, und a,, — 00 = b, — o0
(e) 0 < k < b, und a,, = 00 = ay, - b, — oo (auBer a, und b,, kompensieren sich; b,, konvergent und b > 0 ist ok)
Beispiel:
_2a%43 _ (245%)
n = 751 = 1+1

2.5 Cauchy Folgen

Sa—_— )Efslrelfen

Verschachtelte Intervalle:
L1 DI, D I3...28

I,, = [an, by] abgeschlossen und beschrénkt

=

M
m
-
L
Ll

InJrl C In < Qn S Ap41 < anrl S bn

Satz 2.5.1.: Sei I,, eine verschachtelte Folge von beschriankten, abgeschlossenen Intervallen, dann ist der Durchschnitt aller
I, # $*° (es gibt mindestens ein x mit = € I, V n).

Beweis: I, = [an,by], an nicht fallend = a, — a, b, nicht steigend = b, = b, aus a, < b, = a <b=zmita <z <b
erfillen x € I, V n

apn<a<z<b<b, Vn [a,b] C I,V n

Bemerkung: Abgeschlossen ist wichtig!

I,=(0,%) NI,=¢

I, = (—o0,4+00] NI, =¢

Definition: gegeben a,, und nj sei eine monotone Folge natiirlicher Zahlen mit l/?lc:lok = 00, dann heifit by = a,, Teilfolge

27 Ab irgendeinem Index
28Gleichheit zugelassen
29 mzo:1In



von a,.

Beispiel:
apn=n, ng=2-k bp =an, =2k
an = (—=1)" b, = as., = (—1)2" = +1

Satz: Aus a, — a = b,, — a fiir jede Teilfolge b,, von a,.
Satz 2.5.5. (Bolzano-Weierstrafl): Jede beschriankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Bemerkung: a, =n

Beweis: I = [m, M] D {a}

[m,™EM] Falls hier oo Folgenglieder liegen
Ll I, = T2
2C 4, & W;M,M] sonst
Is= ... Mit Induktion = I; D Iy D I3 D ... mit

M—m

(i) Lange von Iy, ist
(ii) I enthilt unendlich viele Folgenglieder
Aus Satz 2.5.1. = Ja € Nl

Konstruiere Teilfolge: Fiir gegebenes K wahle a,, € Iy

e
I
—
N[ =
N~—
o

Behauptung: a,, — a

M—m
|ankfa|§Wdaank,a€Ik [ |

——
—0

Cauchy-Folge

Definition 2.5.7.: Eine Folge a,, heit Cauchy-Folge (CF) falls Ve >03 N :|ay, —an, |[< e Vn,m >N
Satz 2.5.8.: {a,} ist konvergent < {a,} ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: gegeben: € > 0

= (aus Konvergenz folgt Cauchy-Folge)

zz: AN :Jay(r)—al|<§ Vo(r)>N=ay—an|=lan—a+a—an |[<|a,—a|+|a—an|<e Vn,m>N
—_— Y

L)

< <

v
NI

< (aus Cauchy-Folge folgt Konvergenz)

(i) Cauchy-Folgen sind beschrénkt
AN:a,—an|<1lVnm>N

| an —ant1|<eVn>N
any1—1<ap<ant1+1Vn>N

Ay +{a1,...,an,an+1 — 1,an+1 + 1}

m=min(Ayx), M =max(Ay)=>m <a, <MVn

(ii) a, beschrankt = 3 eine konvergente Teilfolge a,, — a
(iii) Behauptung: a,, — a

gegeben: € > 0

| an —am |< 5 n>Np (a, aus Cauchy-Folge)

| an, —a|< 5 n >Ny (an, —a)

| an —a|=|an —an, +any, —a|< @y —an, |+ | an, —a|<§+5=¢€ n, k > max(Ny, N2) ]

1

k

NSE

n

Beispiel: s, = > (—1)*- 4% Klassisches Gegenbeispiel : s, =
k=1 k
m

1

m m m—n—1 ) 1_(lym—n
[sm—snl=l X (DN IS X < L S L g B e B = e (1
=n+ =n+ J=

k=n-+1



1
v (1= 5o=)

—_—
<1

| $m — sn |[< 4 min(n,m) — 0= s, bilden Cauchy-Folge = lim s, existiert

1
< gn

Einschub: Geometrische Summenformel / Reihe

n
Y db =122 <1

l—a

k=0

0

Sat=a=1, 72 =1

—a
k=0
n+1 n
k __ k k+1 IV _gntt n+l _ 1—a"tlyantl_gnt2 _ 1-_g"t+2

kzoa - kzoa ta i 1—a +a - 1—a — 1l-a

2.6 LIMINF und LIMSUP

Sei eine beschréankte Folge a,, gegeben und i,, = inf{ax : k > n}, s, = sup{ar : k > n}
Satz 2.6.1.:

(a) i, nicht-fallend

(b) s;, nicht-steigend

() in<ap<s,Vn

Definition 2.6.2.: liminf a, = lim i,, limsup a, = lim s,

ap, nach unten/oben beschrankt := limsup a,, = +o0 / liminf a, = —o0

Beispiel: a,, = (=1)"

limsup a, = +1, liminf a, = —1

Satz 2.6.4.: gegeben a, und eine konvergente Teilfolge a,,

limﬁ'nf a, < li]gn n, < limﬁsup an

Beweis: ip, < ap, < Sp, /lim

lim iy, <limap, <lims,, ®

Satz 2.6.5.: Sei {a,} eine Folge, dann existieren Teilfolgen die gegen limsup a,, bzw. liminf a, konvergieren.
Satz 2.6.6.: Sei {a,} eine Folge, falls limsup a,, = liminf a,, dann konvergiert {a,,}.
Beweis: i, <a, <s, R

Bemerkung;:
o limsup(an + b,) < limsup(a,) + limsup(by,)

o liminf(—ay,) = —limsup(ay,)




3 Stetige Funktionen

3.1 Continuity

Definition 3.1.1.: Sei f: D C R — R und a € D3!. Dann heifit f bei a stetig falls: V€ >0:38 > 0:| f(z) — f(a) |< € falls
|z—a|<bund z € D.
f heifdt stetig, falls f stetig fiir alle a € D

fa)

Beispiel: f(z) = 22 ist stetig bei a = 2
| f(2) = f(2) [=|2® —4]=|(2+2)- (z-2) | < ..

a?—b2=(a+b)-(a—b)
Wiahle |z —21<1 1<z<3)=|z+2]|<5

Lhlrz—2l<efalls |z —2]< b

€ > 0 gegeben, wahle 6 < und 6 <1

D=(-00,0)L(0, +e0)
Diese Funktion ist bei 0 nicht definiert, weswegen sie stetig iiber den ganzen Definitionsbereich ist.
Satz 3.1.5.: Sei f: D CR— Rund a € D, dann ist f stetig bei a < (z, — a = f(x,) — f(a)); lim f(x,) = f(lim z,)
Beweis:
(Stetig <= Folgen): Wir zeigen aus nicht stetig = nicht “Folge”, 3 =, — a : f(z,) — f(a)
Je>0:¥V6>0:| f(z)— fla) |> e ‘ Logik Einschub: a — b= b — a ‘

=2z, —al< i flxn)— fla) |> €= f(x,) » f(a) obwohl z,, — a

(Stetig = Folgen): z, — a z.z.: f(x,) — f(a) falls f stetig bei a
gegeben € >0 | f(z,) — f(a) |< e

38: 2y —a|<d=3 N = konvergent W

Beispiel: f(z) = {(1) ggg

Satz 3.1.8.: Seien f, g stetig bei a, c € R

(a) ¢ f stetig bei a

(b) f + g stetig bei a

(c) 5 stetig bei a falls g(a) #0

Beweis (¢)32: z,, — a, z.z. f(zn) - g(zn) — f(a) - g(a).

31Definitionsbereich
32Man kann auch den Grenzwertsatz verwenden



Wir dirfen f(z,) — f(a) und g(x,) — g(a) verwenden.
f(azn) - g(zn) — fla) - g(a) = f(zn) - g(zn) — f(a) - g(zn) + f(a) - g(zn) — f(a) - g(a) =

(f(zn) — f(a)) - g(xn) +f(a)- (g9(zn) —g(a)) 20+0=0 W
—_—— —— —_——
—0 beschrankt da konvergent —0
-0 —0

Satz: Jedes Polynom ist stetig

(i) f(z) = x stetig

(ii) f(x) = =™ stetig

Satz 3.1.10.: Sei g stetig bei a und f stetig bei g(a). Dann ist f o g stetig bei a.

Definition (Verkettung): (f o g)(z) = f(g(z)) f(z) = Va, g(z) =2® +1; (fog)(z) = Va? +1%
Beweis: z, — a, yn := g(x,) — g(a)

f(yn) = f(g(zn)) = f(g(a)) M

Beispiel: f(z) = {1+1x2x<$020 Dy =R

. 1 . 1
Beispiel: f(z) = {Slﬁ(gx:xo?éo Df=R g(z)= {xsm(%v

3.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 3.2.1.: Sei f eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenem und beschriinkten®* Intervall I, dann ist f auf I beschrinkt
und nimmt ein Maximum und Minimum an.
Beweis: M = s?pf, M = S}Llp oder M = S}LZP

Wahle I; mit M = szp’ konstruiere J; = I, Jo = I;, ... Folge von Intervallen mit
e Linge(.J,) = Linge(J1) 5ir
o Jo1 CJy
o M — supf

a € Npdy

Wéhle € > 0= 3 6 mit | f(z) — f(a) [< efalls | z —a |[< 5, I n:Lingevon J, <d, | f(z)—fla)|<exed,=
flayj—e<M < fla)+e Ve>0= fla)=M="Pf=""0"f =

Satz 3.2.3. (Zwischenwertsatz): Sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f alle Werte zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis (Bisektionsverfahren): 0.B.d.A. y = 0, weil f(c) = y & f(c) —y =0, y muss zwischen f(a) und f(b) liegen. Satz
| —

g(c)
3.2.4.: Sei f : [a,b] = R stetig. Dann ist f([a,b]) ein kompaktes Intervall.

Beweis: Nach Satz 3.2.1. existieren M = """ f und m = mlinf =c¢,de€ I mit f(c)=mund f(d)=M

f(I) C [m, M] aus Satz 3.2.3. folgt f(I) =[m,M] N

fallend falls >y o f(‘r)>f(y)

Satz: f heifit strikt monoton steigend 2<y < F(r)<1(y)

33 f ist das Grundgeriist, g ist die Fiillung
34abgeschlossen 4 beschriankt = kompakt



Satz 3.2.5.: Sei f : I — R strikt monoton. Falls f(I) ein Intervall ist, so ist f stetig.
Beweis: f strikt monoton steigend, f(I) = [s, ]

geg:cel, €>0 fle)—e<u<fle)<v<flo)+e

u=max(s, f(c) —€), v=min(t, f(c) + ¢€)

dp: f(p)=wund Fq: f(q) =v dau,v € [s,¢

p<c<gq, f(p)<fle)<f(q) fallsu,v keine Randpunkte sind
~ ~

~ Wihles=q—p ®

Satz 3.2.6.: Sei f : [a,b] — R strikt monoton und stetig. Dann ist die Umkehrfunktion ebenfalls stetig und monoton.
Beweis: f(I) = J ist ein Intervall nach Satz 2.3.4. = f~1:J — I ist strikt monoton und erfiillt f=1(.J) =1 Satz:3>.2.5. 1
stetig. W

3.3 Gleichmaflige Stetigkeit

Sei f: I — R stetig auf I.

Stetigkeit Vael, Ve>0 38>0: f(z)— fla)|<e V |x—al<?b (6 kann von a abhéingen!)

Gleichmiflige Stetigkeit Ve >0 306>0 Vaecl:| f(z)— fla)|<e V¥V |xz—al|<?d (b unabhingig von al)

Beispiel:

f(x)=x fx)=x* f0)= 17

A/
7

gleichmagig stetig nicht gleichmaBig stetig nicht gleichmagig stetig

Satz 3.3.4.: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f sogar gleichméafBig stetig.
Beweis: Angenommen f ist nicht gleichméBig stetig, dann 3 € >0, 3¢V >0:] f(z) — f(e) [ eund |z —c|< b
=Vn: Iz, €1 mit |z, — ¢y |< % und | f(xn) — f(cn) |> €, aus Bolzano-Weierstrall = 3 konvergente Teilfolge z,,,

Tny, T €I, Tpy —Cpyy > 0=y = Ty, +(Cpy, —Tpy) > @
~ ——

—x —0
| f(zn,) — flen,) | € = f(zy,) und f(c,,) — 2 konnen nicht gegen die gleiche Zahl konvergieren = f nicht stetig bei

z N
Satz 3.3.5.: Sei f: D — R gleichméfig stetig. Dann bildet f eine Cauchy-Folge auf eine Cauchy-Folge ab.
Satz 3.3.6.: Sei f : I — R stetig auf einem beschrénkten Intervall. Dann kann f stetig auf die Randpunkte fortgesetzt

werden, genau dann, wenn f gleichméafig stetig ist.

3.4 Gleichmaflige Konvergenz

Funktionenfolgen f,(x) n=1,2,3,...

Beispiel: f,,(z) =21 -2; f,(z) Zo% =14+z+ %2 + %3 +..+ %
j=

Definition: Sei f,, Folge von Funktionen D — R

(a) fn — f punktweise falls fir alle z € D : f,(z) — f(x)



VzeDVe>03INeN:|f,(z)— flx)|<eVn>N¥»

(b) fn Gﬂ/f f gleichmafBig

Ve>03INeNVzeD:|f(x)— fulr) |<eVn>N3*

Wenn f,, gleichmaflig konvergent ist, dann ist es sowieso auch punktweise konvergent.
fa@) =Lz D=[0,1], fu(e) CIMO | fu(x)|< L

falx)=2" D=][0,1), fao(z)—0

fol@)=am D=[01], fule) {0, 7O

£ - Fehlerschranke

0 a b

Satz 3.4.4.: Sei {f,} eine Folge stetiger Funktionen D — R. Falls f, Gﬂ\ﬂ f, dann ist auch f stetig.

Beweis: Sei a € D, z.z. f ist stetig bei a.

geg. € >0+3I N fulz) - f(2) |< §

38| fnpa(e) = fypala) <5V [z —al<d

| (@)= (@) |= F(@)~ Fa(@)+ ful@)— Fu(@)+ fula)—Fla) < | F@) — Frsa(@) |+ | Fsr(@) = Fasa(a) [+] (@) = fa) | <

< < <

w|m
w|m
wlm

€ |Jz—al<d N

Satz 3.4.6.: Sei {f,} Folge von Funktionen D — R. Falls | f,(z) — f(z) |< b, V & € D mit einer Nullfolge b,, gilt, dann
fn GLM ¢

Bemerkung: f, (GE\)/I) fefm-Ff (GEY[) 0 (gilt fur gleichméBig und punktweise).

Satz 3.4.7.: Sei {f,} Folge von Funktionen D — R. Falls f, Gﬂ\)/[ 0, dann gilt f,,(x,) — 0 fir jede Folge von Punkten x,,.
Beispiel: fn(z) = 1 = %1 —1

+1
220, | ful@)—1]= 5 <

HAS [0700) LTp =N fn(xn)_lz C

2< s xel0n]

3

+

3

|
~~

35N hingt sowohl von z als auch von e ab
36 N unabhingig von x, dadurch ist es gleichmiBig konvergent



4 Die Ableitung

4.1 Grenzwert von Funktionen

Definition 4.1.1.: Sei I ein offenes Intervall, a ein Punkt in I und f : D — R. Dann ist der Limes folgendermaflen definiert:
xli_maf(x):LfallsV€>036>0:|f(x)—L|<efﬁr;ve[und0<|x—a|<5

Bemerkung 4.1.2.: f stetig bei a € D & ggﬁ)naf(x) = f(a)

Beispiel: f(z) = 2.3:11 D =R\{1}, xlgnl (z) =?

(23 ~1)=(x-1)- (@ +a+1) fla)=CHEHD — g2 4 gy 1 lmp) =12 414+1=3

)
Definition 4.1.6. (einseitiger Grenzwert3"): x_lfgigg (x)=LfallsVe>038>0:] f(x)—L|<efira<az<a+?bbzw.

a—d0<x<a

[
<

Satz 4.1.7.: lim flz)=L & lim +f(z) = L und lim flx) =

r—a —a™ T—a
B I 1—z, 8
eispiel: f(z) = {sm(ac)7 x>0 .
A S0 = iy sine) =0 o) = Jity =

Definition: ll f(x):L :Ve>03Im:| flx) - L|< e fiir L2M

T—T00 TN r<m
+3+1_ . I'1+;+mﬁ_1
Beispiel: ,fif et = i = oo = 5
Satz 4.1.10.: Sei (a,b) C R und sei u = a* oder b~, weiters sei f : (a,b) — R, dann gilt, dass xlﬂ{luf(x) =L a, > u=

f(a,) — L fiir alle Folgen a,, € (a,b)

Satz 4.1.11.: Seien [ f(z) = K und [0 g(z) =L, u=a, a*, a”

) lim c=c¢

(a) £2%,

()xl%”u fla)=c- K

(c) fim, (f(2) +g(x)) = K + L

() Jim, (f(2) - g(x) = K - L

(o) Jim (L8) = X falls L # 0

Bemerkung: ag v f(x) = iOO@gé—mf(x) =0 und £f(x) > 0 in der Nédhe von a
Beispiel: f(z) = %5, zl_zglif( )=+

3Tyon einer Seite annidhern

38auch a+, a4 0 oder 0+



4.2 Die Ableitung

Definition 4.2.1.: f: D — R a € D heifit differenzierbar bei a falls %@aw = f(a) eR

Bemerkung: f’(a) = é@oiﬂa“‘h}z_ﬂ“)

f(x) :f(a)+f'(a)'(1‘—a)+(x—a)'R(l“)
Definition: Rest R(z) := f(z) f — f'(a), xlﬁnaR( ) =0, Lal-ja) = f'(a) + R(z)

r—a

Beispiel:
f@)=c~ fi(z)=0

fla)=c-a~ f(z) = lim c@+h)—cz _ lym ch _

h—=0" R T ho0h € '
flz) = 22 s F(z) = é@ow — é@ow é@ow ZT()Q x+h=2-2
o lzm Va+h—vz Va+h+vT _ lim z+h—x 1
F@) = Vo~ [(2) = 000 s = hsonaritve —ave £ >0

? lim vh _ lzm 1
PO = p50% =m0+ v =

i/
03 /
0.1 w"l‘l
[
-04 - 4
f1(0) 2 é_7>”0 hIZ10] é@oszgn(h)?’g divergent, existiert nicht
=[xl /o orme— 10
. , =
AN / g
\ /*
AN /
Neosl B '
\/

Satz 4.2.5.: Ist f differenzierbar bei a, dann ist f auch stetig bei a.
Beweis: f(z) = f(a) + L@ (o —a), Jim, f(2) = Jim, f(a) + Jim, PO =T i 0 ) — fa)
— z

T—a r—a r—=a “a r—=a
—r e —
f(a) f'(a) 0
Satz 4.2.6.: Seien f, g differenzierbar bei a
(a) (c- f)'(a) =c- f'(a)
(b) (f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a)
(©) (f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a)
(d) (5) (a) = f'(a)-g (g)( )f(a)g (@ falls g(a) # 0
Beweis: (c)
lim f@)9@)—f(a)g(a) _ [ipy f@)9(@)—f(a) g(Jb)—s—f(a) 9(@)=f(a)g(a) _ Jim 9@)(f(@)=f(a) | fla) (g(»L) g(a)) _ lzm L g(x)- fl@)=fa)
T—a T—a T z—a T—a r—a z—a

Jim, f(a) - 2922 — g(z) - limy g(x) - L2= f<“>+f(> dim, 2= = '(a) - g(a) + f(a) - 9'(a)

39signum, sign(z) =+1, £ >0; 0, z=0; —1, £ <0




(d) 0.B.d.A. f=14da (§>/: (f-%)lzf/,§+f' (%)'

1 1
im 3@ 9@ _ [ gla)=g(x) _ _1 i
F S = i s = s %%

Beispiel: f(z) =a", f'(xr)=n-2""! neNy
Beweis mit Induktion:

Ain=0 flz)=2"=1 f'(2)=0-2=0

IS: f(z) = 2™ f'(x) = (z - 2" :1'-c"+x-(x”)’:x"-i-x-n-x“_l:(1+n)-x”:(n+1)~x"

Satz 4.2.7. (Kettenregel): f differenzierbar bei g(a) und g differenzierbar bei a, (f o g)'(a) = f'(9(a)) - ¢'(a)
fy)-rf®)

Beweis: g(a) =b h(y) — y— b y#b

f differenzierbar bei b = h stetig bei b

lim L@ =@ _ 1im F0@) = FO) g@)—g@ _  im hg(z)) - lim g(x) —g(a) _ Fg(a)) - o' (a)

Tr—a T—a —r—a g(:r) —b r—a r—a r—a T —a
h(a (@) h(g(a))=h(b)=F'(b) ¢'(a)
Satz 4.2.9.: f sei strikt monoton auf I und differenzierbar bei a mit f/(a) # 0, dann ist die zugehorige inverse Funktion g
differenzierbar bei b = f(a) und ¢'(b) = f,%a) = f,(gl(b))
Beweis: @ = g(y) = f(a) =y, 20 = 3= = (o), Jh(n) = 7, SUEE = h(g(y)
li —g(b li
I = W) = hla) = 71
Beispiel: f(z) = a", g(x) = ¥z = ok o> 0; f(e)=n-a", ga) = prioy = —b— = —d = L 1.gi-1
N . . . 9 n-(zn)n—1 nx no nx T n
Korollar: f(z) = x= = f'(z) = = cam Tl pw = (zw )

4.3 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f:[a,b] = R
(1) Randpunkte a,b
Definition: Kritische Punkte von f (2) Stationédre Punkte cc(a,b) mit f'(c)=
(3) Singuldre Punkte c€(a,b) an denen die Ableitung nicht existiert
Satz 4.3.1.: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann werden Minima und Maxima nur an kritischen Punkten angenommen.

(x)=[%-1] \\\‘l 5 / ’

. _ <
Beispiel: f(z)=|z—1|= { CE:lﬂ_+11 1O§_x$§_31
Kritische Punkte: 0,3, 1

f(x) = {J_r% ?Eﬁé?{ Differentialquotient an der Stelle 1: f’(1) 2 xﬁﬂfiw = +1 nicht differenziebar bei 1

f(x) =1,2,0; max bei 2, min bei 0
Beweis: Angenommen: f hat bei ¢ ein maz 0.B.d.A.
3 Fille: 1) ¢ am Rand v/

2) ¢ nicht differenzierbar v’

z.z.: Falls weder 1) noch 2) = ¢ stationér, da ¢ maz = f(z) < f(¢), f(z) — f(c) <0 c€ (a,b) und es existiert f'(c)
lim f=)- f(C)<0

f@)—f(c) _ SO Tr>c — + T—c .
o {20 z<c xlm% @)@ 50~ f’(x)} = f'(c)=0 N

xr—c

Satz 4.3.2. (Mittelwertsatz) Sel f i [a,b] = R stetig und differenzierbar auf (a, ). Dann existiert (mindestens) ein ¢ € (a, b)
mit f'(c) = f(b)—f(a)



Steigung am Punkt ¢ Steigung

~f)

i

Steigung am Punkt ¢

o4 - — —
[=p

Die Steigung am Punkt ¢ muss irgendwann wegen dem Zwischenwertsatz mit Steigung ¢’ iibereinstimmen
. b)—f(a

Beweis: g(z) = f(a) + % (z—a)

s(z) = f(z) — g(x)

VA
/

2. $() =0 (0= f'(c) — g'(c))
Fall 1) s(z) =0 v (ganze Funktion identisch 0)4°

2) s(x)
Satz 4.3.3.: Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt, falls f'(z) =0 (V = € (a,b)), dass f konstant ist.

hat ein maxz > 0 oder min < 0 = es existiert ein stationdrer Punkt ¢ W

Beweis: z,y € (a,b) =<y

0=1/(e) = M=I® = fy) = fz) m

Korollar 4.3.4.: Sei f'(z) =¢'(z) V x € (a,b) = f(z) = g(z) +

Satz 4.3.5.: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf (a, b), f'(x)zg %8 auf (a,b) = f (strikt) monoton Sfaeliii%d auf [a,b]
Beweis: z,y € [a,0] z <y; ng’(c) = W = f(yfz) m

c

Beispiel: (o) =+ [(a) =307 20 70> 0 {720

~_—

f monoton steigend (—oo, 0] und [0, +00)

Satz 4.3.9.: Sei f : (a,b) — R und es sei | f/'(z) |< M auf (a,b). Dann gilt, dass | f(z) — f(y) <K M- |z—y| z,y € (a,b),
insbesondere ist f gleichméfBig stetig auf (a,b).

Beweis: z,y € (a,b), 0.B.d.A. x # y, laut Mittelwertsatz %ﬁj(y) = f'(c) c€(a,y)

| HEESE =] £(e) = L = f(e) 1< M

fx) = fla)<e V |z—al|<d, d57da] f(z)—fla)|<M-|z—-al<M- -j7=¢ B

Notiz:

e Eine Funktion die | f(z) — f(y) IS M- |z —y | =,y € (a,b) erfiillt heift LIPSCHITZ-STETIG. (Lipschitz-stetig ist
mehr als gleichméBig stetig)

e Die Menge aller stetigen Funktionen I*! — R bezeichnet man mit C(1)*? (C((a,b)), C([a,b]))

o f e CY(a,b)) falls f differenzierbar und f’ € C((a,b))*?

40Funktion verschwindet an einem Punkt = Funktion = 0
41 ntervall

42C fiir continous

43 f1 stetig



Beispiel fiir gleichméfig stetig aber nicht Lipschitz-stetig: f(z)v/z, f'(z) =
|V —VO|<M-|2—0| >0 <M 4

1
2z

4.4 Die Regeln von de I’Ho6pital

Satz 4.4.1.: Seien f, g : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf (a,b), ¢’(xz) # 0 auf (a,b). Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit

fO)=fa) _ f'(c)
g(b)—g(a) — g'(c)"

Bemerkung: g(z) = v = Mehrwertsatz

Beweis: Wie Beweis zu Satz 4.3.2.

a'(x)>0
g'(y)<0
0BdA x<y
g(x+E) (-E)
gl )
a X x+E XEy b

Satz 4.4.3.: Seien f,g : (a,b) — R differenzierbar. Falls (1) xli>72+f(x) =0 = xl_z>72+g( ) oder (2) xlizg f(x) = 0 =

xi";+g(x) (= xi";+ ; ’/:gi; ), dann gilt xl—i:ng% = xl—iZzL“‘ g :gI; (vorausgesetzt der rechte Grenzwert existiert). Analog fir
T —=b"
Beweis: M L@ [ cR g g€ (a,b)
x—at 9’ (@) ’ ’

f(@) = f) = (9(2) —9) - LG /2 9(x)

f@) _ fW) _ 9wy . f(e) 1)

o0~ aw = 1 ew) g /g

f=) _ fy) 9@)y . (e _

o = oo+ gwm) g9 /L

f@) W) _ 9wy (@ 7y e

oo L= O w) (g — D~ L)

f(=@) ) 9(y) £ () 9(v)

oo LISl 1+ 11=-0 1 g — LI+ 1 Loy |
3m: Vae(am) | LE -L|<s
Wiahle a <y <z <m c € (y,v) = ¢ < m und betrachte Fall (1). Wahle y so klein, dass | ]f((f) |< £ und | % |<

min(1, z77)

- f(y) gy)  , f'(c) 9(y)
L9 p< ) S 1= L S L+ L5 <e
9(x) g(z) = " g'(c) (z)
——
<5 2 <5 §
Analog Fall (2)%4
cominl. limIn(® _ lim x _ 1 1 1
Beispiel: lim In) — lim = — L — 1 jp/(z)=1
In(x) -
’/".
~1 f“ll
. 22 . 25 . 2 _
xli%o? - xli%off - xll%o? =0 (") =e”
lim =" — lim na"t _  _ lim _nl
r—0Qea® T—00 a-e* Tr—0Qam-er®

44x und y sind vertauscht



X

In(z*) =a-ln(x), e* = exp(x)

lzm 5'£28+6'z27+... =0
— 00 e
; _ 45 _ _
n&)moo(l + o= r*=1%=0.01
li e — lim Ty
(14 2)7 = Jign capin(1+ )
—_———
z-In(1+Z%)
1 . (_L2
li . Ty lim = lgp O4E) gy e Ty lim
R - n(l+ 3) = 1 | $00T I T x—00 L = x0Ty — T 2500
xT
————
:1+T§

45Zinssatz



5 Integration

5.1 Definition des Integrals

Definiton Partition von [a,b]: P ={a =9 < 21 < ... < z, = b}

n
S f(@k) - (xk — Tk—1), Tk € [Tk, Tk—1] Riemann-Summe
k=1

US(f,P) = 3> My~ (o —ar) M= 5P [(@)

P T x€[mp,xp—1]
& _ inf f
L47(f7 P) = kz::l my - (Tk — Th—1) mg = xZETECCk,l‘(:f)l]
mi < f(7x) < My = L(f,P) < 3 f(zx) - (xx — 24-1) < U(f, P)

k=1

Satz 5.1.4.: Seien @, P Partitionen von [a,b] mit P C @, dann gilt: L(f,P) < L(f,Q) < U(f,Q) < U(f, P)
Satz 5.1.5.: Seien @, P Partitionen von [a,b], dann gilt: L(f, P) <U(f,Q)
Beweis: PUQ D P,Q; L(f,P)<L(f,PUQ)<U(f,PUQ)<U(f,Q) N

b

Definition: [ f dz = inf{U(f,Q) | Q Partition von [a,b]}

f dx = sup{L(f,Q) | Q Partition von [a,b]}

12—

Bemerkung;: fbf dx < ff dx

Definition 5.12.6.: FallsaOber— und Unterintegral iibereinstimmen, dann heift f (Riemann-)integrierbar iiber [a,b] und wir
schreiben jlzf dr = ff dr = ff dz.

Satz 5.1.7.(1: fist (Rgiemann—);ntegrierbar genau dann, wenn fiir alle € > 0 eine Partition P C [a,b] existiert mit U(f, P) —
L(f,P)<e

Beweis: f integrierbar, I = afbf(x) d(z) ing(f, Q) =1= S]I_Lij(f, P)

3 Q0<U(£,Q)—I<e=0<U(f,PUQ)—I<e

3 P:0<I—L(f,P)<e=0<I—L(f,PUQ)<e } 0<U(f,PUQ)—T+1-L(f,PUQ)<2-¢

Falls U(f,P) — L(f,P) < e, dannfbf dx—fbf dr<e 1

Satz 5.1.8.: f ist (Riemann—)integr;erbar genau dann, wenn eine Folge von Partitionen {P,} existiert mit HZL%O(U( fiPn) —

b
L(f,P,)) — 0. In diesem Fall gilt [ f(z) dox = nﬂmoosn(f), wobei S, (f) eine beliebige Riemannsumme zu P, ist.

Beweis: f sei integrierbar. Nach Satz 5.1.7. existiert zu e = % eine Partition P, mit U(f, P,) — L(f, P,) < + v

n

Umgekehrt: lim U(f,P,) — L(f,P,) =0=Y e >03 N mit U(f, Px) — L(f, Py) < € Satz 3.1.7- f integrierbar W

46ypper, Obersumme
4T]ower, Untersumme



L ={0<i<c2 <=1}
(fiP)= (5 h=m LK
k=1 k=1
n n n—1
Lf,P) =Y (57 = X(h-1)?= X k=
k=1 =1 k=0

k k=0
2% n _ ne(nt1)-(2.n+1)
U(f,P,) — L(f,P,) = 232 —%, Zk2—f

5.2 [Existenz Sitze und Eigenschaften

Satz 5.2.1.: Sei f : [a,b] — R und monoton, dann ist f integrierbar.

Beweis: P, Zerlegung in n Teilintervalle der Lénge +, f monoton steigend, {zg < ... <x,} ) =a+ % -(b—a)

U(f,P)=3 flaw)-@—ar1)="52 3 flan)
= k=1 U(f,Pp) = L(f, Pa) = 5% - (f(b) = f(a)) 0 ™
Pn>:k§1 flap—1)-(@p—zp_1)=22 kZ::O f(zy)

Satz 5.2.2.: Sei f : [a,b] — R stetig, dann ist f integrierbar.
Beweis: Nach Satz 3.3.4. ist f sogar gleichméflig stetig. Ve >0 386 > 0| f(z) — f(y)

y |< d. Sei
P={a=z¢p <z <..<zp=>0} mit max xp — xr_1 < b

U(f,P)—=L(f,P)= > (M, —my) - (z — 21 < kgl 7 (T —wp_1) =€ Satz:>5.1.7. f ist integrierbar W

k=1
Linearitit des Integrals

Satz 5.2.3.: Sei f, g: [a,b] — R integrierbar, ¢ E R
(a) c- f ist integrierbar und fc x)dr =c- ff

b
(b) f + g ist integrierbar und f f+9)(x)dr = ff dx—i—fg
Beweis: P={a =129 <1 <..<x,=Db}, Ik—[a:k 1,xk]

fir c- f:

e f@)=c-"[Pf@) >0
S“p< fla) = mf /(@)

Ulc- P> <,> ¢>0
Lc- f,P)=c-L(f,P) ¢>0

(_f7 ):_L(fa )’ L(_fvp):_U(fvp) c<0
f integrierbar < P, mit U(f, P,) — L(f,P,) — 0

c-f: Ule- f,Py)—L(c- f,Py)=c-(U(f,Pn) — L(f,P,)) =0 ¢>0= c- f integrierbar

—0
b b
[ f@)de = i Uc- f, P,) = U(f, Pa) =c- lm U(f, Py) =c- [ flz)dz ¢>0
—f: U(=f,Pn) = L(=f, Pn) = L(f, Pn) = (=U(f, Pn)) = U(f, Pn) = L(f, Pn) = 0
—L+U —0
b b
[ f(@)de = B U(=f, P,) = i —U(f, P,) = = B U(f, P,) = — [ f(z)da

a

?ﬁr f+g



sup

x oN<TP ()15 P g (2
iékf(f( )+9( ))Siékff( )+17[1kf g(x) Saty 15,10
o (fl@)+g(@)=Tp " fla)+77 T g(z
anf+2nfg<lnf<f+g)§ I, (f+g><supf+3up
(f7 )+L(9’P)SL(f+97 )<U(f+9’ )<U(f7 ) Ulg P)S

3 Qn U(faQn) (f Qn)_>0 = (g,Rn) ( )

0 S U(f+gaRn) (f+ga ) < U(f> )+U(ga n)f (fa n)f (ngn) = ((U(fa Rn) - L(f> Rn)) + (U(gaRn) - L(gaRn))) -

—0 —0

0 = f + g integrierbar

=

b
U(f+9,Rn)<, 1M U(f,Ru)+, 5 U(g,Rn)= f@)de+[ g(@)dz

o Q

b
J(f (@) + g(a))da = lim

b
L(f+g,Rn)> 1M L(f,Ry)+ F L(g,Rn)= [ f(@)do+[ gla)de

Satz 5.2.4.: Sei f, g: [a,b] — R integrierbar und f(z) < g(x) fiir alle x € [a, b], dann gilt ff (x)dx < jlzg(x)da:
Beweis: h(z) > 0= fbh(x)dm >0; h(z)=g(x)— f(z) >0— fb(g(x) — f(x))dz >0 fg )dx — ff x)dx [ ]

Korollar 5.2.5.: Sei f : [a,b] — R integrierbar und es sei m = [Z:g:]f, M = [a b]f’ dann folgt m- (b—a) < ff de < M-(b—a)
Beweis: m < f < M ‘
b

b b
/mWSHwMS/Mm n
— “
m-(b—a) M-(b—a)
b b
Satz 5.2.6.: Sei f : [a,b] — R integrierbar, dann ist auch | f | integrierbar und | ff(:v) dz |< f | f(x) | da
Beweis: z.z.: | f | ist integrierbar; | f(z) | — | f(y) |<| f(z) — f(y) | a a
sup|f| mf|f|<supf mfﬁ 1Clab]
ooyt @) = 1) < ST @) + g = 1T~ g
:ES;/%)I f(@)+ fly) < mfmff_|_81mf
S| () — Fly) < 9Py mff
S| f@) | — | £(y) |< SWPf - mf f

sup

vyer | @) = F) 1< - mff
PF I —infL| £l Pr - mf f
S“p | FI=T ) p <t Pr - mff/
(|f|P) L(l f|,P)<U(f,P)— L(f.P)
US| P) = LA S | Pa) SU(SPo) = L(f Pa) = 0
=U( f|,P.)— L(| f|,P,) — 0= f | integrierhar N
c b c
Satz 5.2.7.: Seia <b<cund f: [a,c] — R sei beschrénkt. f f(x) dx = f f(z) dz+ [ f(x) dz und analog fiir Oberintegrale.
b
Beweis: P mit be P, P = P’ U P" mit P’ = PN [a, b] und P"—Pnib ]
N ~

Partition [a,b] Partition [b,c]




Ur.py = Y. Py + Y1, PY) f ) do = U p) < WU P b 1= LU P) = LU P +

U P") = UG P+ U = [ @) dot [ 1) o

c b c
Korollar 5.2.8.: Sei f : [a,b] — R integrierbar auf [a,b] und [b, c], dann ist [ f(z) de = [ f(z) de+ [ f(z) dx
a b
Bemerkung: Falls f : [a, b] stliickweise stetig ist, dann ist f integrierbar, a = zp < 21 < ... < &, = b mit [ : (vg,zx-1) = R

gleichméBig stetig.

b
Satz 5.2.9.: Sei f : [a,b] — R stetig, dann 3 ¢ € [a,b] mit f(c) = ;= [ f(

5.3 The Fundamental Theories of Calculus

Satz 5.3.1.: Sei f : [a,b] — stetig und differenzierbar (a,b) mit f’ integrierbar auf [a,b] (z.B.: f/'(a) = f'(b) = 0). Dann
b

J f'(@) dz = f(b) = f(a).

Beweis: P={a=x¢ <1 <..<z, =0}, flex) (vr —xr_1)= f(xr) — fxr_1)*® I = [z)_1, 7]

3 (@) (ox = 2im) = X Jwn) = foxar) = F0) = fla)s L Po) < F0) = fla) SU(P) [ n= 0

jzf’(x) dx < f(b) — f(a) < 49ff’(x) de W
%eispiel: ‘
[0,1] f(z) = {a?sin(L), 2#0 0, 2=0
) (0,1] klar
et {g@of<x>=05f<o>

(07 1} f/(m):{stm(%)aa;Si%) ZEE(O,I]

/ol '
-/ ] 'I‘u’l

a b a
Notation: [ f(z) de =0, [ f(z)de=—[f(x)dx
a a b
Satz 5.3.3.: f sel integrierbar auf [b,¢]. Fir a,x € [b,¢] definiere F(z) = [ f(t) dt. Dann gilt F ist stetig auf [b, ¢] und an

jedem Punkt x an dem [ stetig ist, ist F' sogar differenzierbar mit F’ ( )

f(@).
Beweis f mtegrlerbar :>\ f@) 1< M

Fly) = Fla) = ] £(0) de = ] 7(0) de = |

x

| F(y) — F(z) |=| ff dt|<f | f(t)| dt < M- |z —y|= gleichméBig stetig

%5('”) - f(y) z—y 0 falls f stetig bei y
48 Mittelwertsatz

49Teleskopsumme



L[ )y de— () = L [ £0) () dt = - [(F(t)~F(y)) dt [ stetigbeiy: Ve >0 35> 0| fx)—F(y) |< e

y—x
f L [z.y], <y
fir [z —y|<d=] Lffe)ydt—fy) || [ft)—fly) dt|<e te Y=Y -y < b=ty < b
- T vy I\ e’ [y,x], ySl’
<e
= Jim L W) & Fy)=[fy) N
sin(x) ) <
Beispiel: -1 [ et dt = Lerf(sin(z)) = —erf'(sin(z)) - c(z) = e L cos(x), erf = [e™ dt, erf'(z) =
0 0
e, erf(0) =
Satz 5.3.6. (Substitutionsregel): Sei g : I — R differenzierbar mit ¢’ integrierbar und J — g(I). Sei f : J — R stetig, dann
b g(b)
gilt [ f(g(t)) g = [ f(u) du fir a,b € I.
a g(a)
Bemerkung: [ f(u) du = [ f(u) v dz; uw=u(z), du=vu'-dz, du= j—z ~dx
. teti . .
Beweis: g’ Liigegrferl%ar} = (fog)-g integrierbar
Setze F (v f f(u) du, es gilt F'(v) = f(v)

Ke“;“?egel (F(g(x))’ — f(g()) - g'(x)

F(g(b)) - ff (z) dx
g9(b) g(b)
(ff ) du—0= (f)f(u)du [ ]

Satz 5.3.7. (Partielle Integration): Seien f, g : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b) und f’, ¢’ integrierbar auf [a, b].
b b
Dann sind f'- g und f - ¢’ integrierbar und es gilt [ f(z) - ¢'(z) dz = f(b) - g(b) — f(a) - g(a) — [ f'(z) - g(x)

b b b b
Beweis: [(f-g) dv= [(f"-g+g - [)dw, f(b)-9(b) = f(a)-g(a) = [f'-gde+ [[-g' duc W
Beispiel:a ‘ ‘ ‘
f1~lnx Yder=x- —Jz-tdr=a-In(z)- [ldr=z-In(z)—=x

[ 2? - sin(x x:—xz-cosx —|—f2-x~cos(x)dac:...

5.4 LOG, EXP, uneigentliche Integrale

Definition 5.4.1.: In(z) := f dy < In(l)=0und In'(z) =1 2 € (0,00).

Bemerkung: (In|z|) =1 z#0

Satz: Seien a, b > 0: In(a-b) =In(a) + In(d).

Beweis: In(a-z) =In(a) + In(z), (In(a-z)) = (In(a) + In(x))

(In(fa-z)) =L -a=1 N

Satz 5.4.4.: In(x) ist monoton steigend mit aginoln(x) = —o0 und mli%oln( ) =400
Beweis: In’(z) = L > 0 = streng monoton steigend (In(z) >0 z > 1 und In(z) <0 z <1)

r=2"=In(z) =m-In(2) mZeo 0©
——

>0
(0=1In(l)=In(z- 1) =In(z) +In(2

8|

) n(i)=-in(z) =



Exponentialfunktion

Definition 5.4.5.: exp : R — (0,00) mit exp = In~!, das heifit exp(In(z)) =z x € (0,00) und In(ezp(y)) =y y €R
Satz 5.4.6.: Die Exponentialfunktion ist differenzierbar (insbesondere stetig) und es gilt exp’(z) = exp(z).

Beweis: exp/(¢) = pamyy = €op(w) nach Satz 4.29. W

Satz 5.4.7.

(a) exp(a +b) = exp(a) - exp(b)

(b) exp(r - a) = (exp(a))” a >0, r€Q

Beweis: z = exp(a), y = exp(b)

(a) exp(a+b) = exp(ln(z) +In(y)) = exp(in(z - y)) = x -y = exp(a) - exp(b) v

(b) exp(0) =1, n €Ny exp(n-a) = (exp(a))™
1 =-exp(a —a) = exp(a) - exp(—a) = exp(—a) = m neZ

exp(a) = exp(3 - a+ 3 -a) =exp(3-a)?, exp(L-a)= (exp(a))™ meN
cap(Z -a) = (cop(@)® W

Bemerkung (Satz 5.4.3.): In(a") =7-In(a) a>0, r€Q

Definition 5.4.8.: Seib&€ R und a > 0

a’ = exp(b - In(a))

e:=exp(l), In(e) =1, e = exp(x)

a®tv =a*-a¥, a®¥ = (a*)Y a>0, z,yeR

loga(x) = ézgzg, ato9a(@) =g 2 >0

Uneigentliche Integrale

T 1 P A v R
[ de, [ pde, [ mmdi= [ gadet [ g de
0 0 —00 —o00 0

. b . c
Nenne b singulér falls ((ili)) f unbbezgl?ré?rﬁfg bei b Definiere af fz) de = Cll_”)lb af f(z) dz falls dieser Grenzwert existiert.5°

Clilgoarctan(c) =7 Vv

Beispiel: [ 7 do = i [ s do = 0 [arctan(z)]§
0 0

— -,/‘H
| T de = cl—ifgog e do = L[5 - In(1+2?)f5 = Jim 5 - in(14 ¢%) = o0

. 1 . .
[ o= i3y | 8 o= 5 v = fiy =2 2
+o0 +a
} f(z) do = Jim 7f f(z) dx Cauchy’scher Hauptwert
+oo e
7{0 e dv = L 1+ 22 dz =0
<

50Gilt auch fiir die untere Grenze a, d.h. ¢ geht gegen die untere Grenze a



6 Unendliche Reihen

6.1 Convergence of Infinite Series

o0 o0 . n
Zak:a1+a2+a3+... Zak::n&)oo Zak
k=1 k=1

k=1
——
Teilsummen s,
o0 oo o0 o0 oo o0 o0
Bemerkung: Seien ) aj und Y by konvergent. > (ap +br) = >, ap+ > bk, c€ER > crap=c- > ax
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
o0
Satz 6.1.2.: Falls > ax konvergent ist, dann miissen die Glieder aj eine Nullfolge bilden.
k=1
Beweis: a, = 8, — Sp—1 nli>mooa" = nli>moo(5” — Sp—1) = nli>moosn - n&)moosnfl =0 N
Beispiel:
k. _ _ k. _ 1 1 :
& TR =7 ap =537 = presi g # 0 = divergent

18
|

|

~

ap = % — 0 trotzdem divergent!

ol
Il
—

a-r" =a+a-r+a-r?+ .. Geometrische Reihe

118

k=1
Satz 6.1.6.: Falls a # 0 und r € R, dann konvergiert die geometrische Reihe gegen 1% falls | » [< 1 ist und divergiert fiir

(> 1.

k

Beweis: ar, = a - 1" a; — 0 genau dann wenn | 7 |[< 1

- k 1—pntt 1
Sn=> a-1"=a- —a- [ |
k=0

1—r 1-r

Satz: Gilt a,, > 0 so konvergiert s,, genau dann, wenn s,, beschrankt ist.
Beweis: ap > 0 <> s, monoton steigend. W

o0 o0
Satz 6.1.9. (Vergleichstest): Sei Y by eine konvergente Reihe und | a |[< M - by, V k > N, dann konvergiert auch Y ay.
k=1 k=1

n n
Beweis: s, = > ag, th= > bg, n,m>N
k=1 k=1

m m m
[Sm—snl=l Y ar|< Y Jap|SM- > b < M- (tym —tn) < ..
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Voraussetzung: t,, Cauchy < V 57 >0 3 M|ty —t, |< i Vm,n > M
2.2.: s Cauchy < ¥V e>03 N:| s, — 5, |<e ¥Vmn>N, wihle N = maz(M, N)
w<M-55=¢ 1

Korollar 6.1.10.: Falls > | ax | konvergiert, so auch Q.
k=1 k=1

Definition 6.1.11.: > aj heifit absolut konvergent, falls > | ai | konvergiert.
k=1 k=1

(oo} [ee]
Bemerkung: Falls > by divergent und 0 < by <m-ay k> N gilt, dann ist > aj divergent.

k=1 k=1
Beispiel:
S~k S k 1 1 lim k AN
— — 2 2 sqr
k=0 k=0
<M geom. Reihe

divergent



6.2 Tests for Convergence

Satz 6.2.1.: Sei f : [0,00) — R positiv, monoton fallend mit ax = f(k), k € N. Dann gilt Y ay, ist konvergent < [ f(x) dx
k=1 1

konvergiert.

Beweis: > ag -1

18

b=t

b
Il
_

=In(c) = oo

P—‘%Q
8=

H,%' = é% sp = Hp —In(n+1)

ak = sp — sp—1 =1 — In(k+1) +In(k) = 1+ — In(E2)
[t —in(z+1) +in(z)) do

1

lim H, — In(n) = v, Euler-Mascheroni-Konstante

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Beispiel
> wr P>0, f() =5z € (0,00)
k=1
[ o0 = A [ de = Jim | g et = dim e (1 ) = {oo P—1=0 Konvergent fiir P > 1 und
(11 i Pl 1 oo P-1<0
ivergent fir P <1
3-vVk 3vk  _ @ 3
~ 2k2—1  2-k2—1 L2 _ %
1' \W—/
~~ —

Konvergent da 3>1 beschrinkt

Konvergent, Majoranten—Kriterium

3-Vk 1
| 2.k2 -1 |§ g ° M
‘Wurzelkriterium

00 ) <1 absolut konvergent
Satz 6.2.4.: Es sei 3 ai gegeben, dann gilt p = limsup | ay |'/*= =1 7
k=1 >1 divergent

Beweis: limsup | ay |'*=lim t,, t, = sup{|ax|/*: k>n}

p>1=1t,>1 Vn=|a,|”>1= a; keine Nullfolge = divergent

p<l=Firp<r<13IN:t,<rfirn>N=|a,|/f<rk>N<e|a|< 7k k>NMajoranten:—>Kriterium

geometrische Reihe
Konvergenz |

Beispiel: Z k(2 =k-(\/Z \/5)=k- \/ ) (Z)F (ap)r = VE? - % = 2 < 1= konvergent
\_\,_/

beschrankt

51Harmonische Reihe

52 lim b _
k—>oo\/E71



Quotientenkriterium

Satz 6.2.6.: Es sei > aj gegeben, dann gilt, dass falls r = klim larsa] exisitert, dass die Reihe konvergiert falls r < 1 und

=1 —00 laxl

divergiert falls r > 1.
Beweis: r > 1 = % >1 Vk>N=|a|= ‘alfflll : IZZ:;} o | # | L an [>] an |= ay keine Nullfolge = divergent
r<l=r<t<l, IN:|%E|<t n>N=|al|=| e | S ] e [<

th=N ay | Majoranten—Kriterium konvergent M

—— —
konv. geom. Reihe
Beispiel:

4(“&11) EF-(k+1)! K k

k! __ k! Gk4+1 _ (k+1) _ - : _ i _ k _ 1 \k 1
= e Ok = F Tq. T :7]; = G- (k) EFD T (k + 1) kD) FED T (W—l) - (@) -+ <1
Ly 11,11 o 1 +§ 1
3 22 33 24 35 - 32-k—1 22k

k=1 k=1
1 1 1 _ 3 _ 3

6.3 Absolute und bedingte Konvergenz
D ak
k=1
Absolut konvergent falls > | aj | konvergiert
k=1

Bedingt konvergent falls konvergent aber nicht absolut konvergent

Satz 6.3.2. (Alternierende Reihe): Sei aj fallend mit ax — 0, dann ist > (=1)**! . a; konvergent.
k=1
Beweis: ay, —ag4+1 >0

n ungerade: S,41 < Spy2 + Ani2 = Sp — (Ang1 — Ang2) < Sp,y also 41 < Spq2 < sy
— ———

>0

n gerade: s, < Spy2 < Spt1
82 <84 <86 < ... < Sop <8241 S <85 <83 <8
So.n — A, S2.n+1 — B7 A <B

| Snt1 —Sn|l=an+1 |A—B|<apt1 —»0=A=B 1

o0
o _\k+1_1 __ f absolut konvergent P>1
Beispiel: kz::l( D = {bedingt konvergent 0<P<1

Gegeben: Bijektive Funktion K : N — N “Umordnung” von N
2,1,4,3,6,5; 1,3,2,5,7,4,9,11,6; Dok, Y aK())
k=1 j=1

(o]

Satz 6.3.4.: Sei Y aj bedingt konvergent und L € RU {+oo}, dann existiert eine Umordnung die gegen L konvergiert.
k=1

Beweis: (Bemerkung: Die Reihen der positiven bzw. negativen Glieder divergieren)

Gegeben L € R, konstruiere Umordnung b; = ak ;)

by erste positive ay falls 0 < L und erste nicht-positive ay falls L < 0

.. ) Falls s, <L néachstes positives ay
Wable bn1 {Falls s,>L nachstes nicht—positives ay

= b; ist eine Umordnung

Behauptung: > b; -+ L, | ij —L|l<e Vn>N
j=1 i=1
N

IM:ap|l<e VkE>M= 3N sodass aj,...,ap in by gewdhlt wurden = | ij —Ll<egilt N
j=1
~——

Sn



Satz 6.3.5.: Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe konvergiert gegen den gleichen Grenzwert.

o) o)
Beweis: s = > ag, t= Y. |ax]|

k=1 k=1
o0
ltn—tl= > |ax]
k=n-+1
o0
=e>03IN: ) J|a|<§ n>N, [|s—s,]<F

Sei b; eine Umordnung Sei J das groﬁte j fur dass K(j) <n = ai,as,...,a, in by, ..., b; enthalten sind.

Zerak |S*ij|§|5*2ak\+|zbj*2ak|<€ L
j=1 k=1 Jj=1 k=1 =1 k=1

<5 < £
(o) &) : &) o0
Satz 6.3.6.: > a, und > by seien absolut konvergent. Dann ist (> ag)( Y br) = Z Z ag - bp_g.
k=0 k=0 k=0 k=0 n=0 k=
M N  MAN
Beweis: (> ag)- (> bj) = ZZak bj= > > ap-bp_g
k=0 =0 n=0 k=0

Umordnung von absolut konvergenten Folgen = beide konvergieren gegen den gleichen Grenzwert. M

6.4 Potenzreihen

Reihen von Funktionen io: fi(@) = fi(x) + fa(z) + f3(z) +
k=1

Beispiel: fi(z) = ay - 2*

Konvergiert k§1 fu(z) = fi(z) + fa(z) + f3(z) + ... fiir jedes © € I so erhdlt man eine Funktion g(z) = k§1 fe(z) zel.
Definition 6.4.1.: Die Funktionenreihe k§1 fe(@) = fi(x) + fao(x) + fs(x) + ... konvergiert gleichméﬁig;_falls die Reihe der
Partialsummen gleichméafBig konvergiert. _V e>0 3IN Vaxel:gx)-— i fr(z) |< efallsn >N

fa(z)

Satz 6.4.2.: Sei fr : I — R stetig. Konvergiert Y fi(z) = fi(z) + + f3(z) + ... gleichméBig auf I, dann ist die
h=1

Grenzfunktion g ebenfalls stetig.

n
Beweis: fr(x) ist stetig auf I Satz 3.4.4. ¢ stetig. M
k=1 =

o0
Satz 6.4.3.: Sei fi : [a,b] — R stetig und Y fi(z) = fi(x) + fo(z) + f3(z) + ... konvergiere gleichméBig auf [a, ], dann
k=1

snlz) = él fu(@), Usn, P)<U(g+e,P) =U(g, P)+¢-(b—a)

Weierstraf3‘scher Majoranten Test

Satz 6.4.4.: Sei fi(z) : I — R und es gilt | fi(z) |< My mit Y, M) konvergent. Dann konvergiert Y fi(z) = fi(z) +
k=1 k=1

fa(x) + f3(x) + ... gleichméBig auf T.

Beweis: | g(x) —kzlfk(l") =l 2 K@< X )]s X M, R

k=n+1 k=n+1 k=n-+1



Potenzreihen

Satz 6.4.6.: Gegeben sei . ¢ - (v — a)* und es sei R>® = W Falls R > 0, dann konvergiert > ¢ - (v — a)* fiir
k=0 k=0

alle z mit | x — a |< R absolut und divergiert fiir alle  mit | z —a |> R.

Beweis: Sei r > 0 und R > 0, dann gilt limsup | ¢ - ¥ |"/*= L. Setze |  — a |= r > 0. Aus dem Wurzelkriterium folgt,

[e.e] (oo}
dass > ¢ - r* konvergiert. Daraus folgt Y ¢ - (z — a)® konvergiert absolut. Analog Divergenz W

k=0 k=0
Beispiel:
= ~In(1-z) 9(x)
T T
D SEINITD SEARNED ot
k=0 k=1 k=1
Ck‘ = 1 Ck = % C]C = k—12
i
lim Y1=1 lim (L)% =1 lim () =1
N~
=((%)%)?
(_171)54 [_Ll) [_171]
Xk X k-1 Xk
gl@)= Yt g@)=Y =1 ¥ F=—1 In(l-2)
k=1 k=1 k=1
gla) = — [ 0 dr
0
: ) zht! ! 3 T
Quotiententest: k:li?;o | G f—; |= ]{;li?;okliJl =0=>R=o

&) T
Satz 6.4.10: Es sei f(z) = Y. ¢t (r —a)* |z —a |< R. Dann ist f stetig auf (e — R, a + R) und es gilt [ f(t) dt =
k=0 a

o0
> oy (- a)**! |z —a|< R. R ist auch der Konvergenzradius dieser Potenzreihe.
k=0

Beweis:
(i) Reihe ist gleichméflig konvergent auf [-R + € + a, a + R — €]
= f(x) stetig auf [-R+ €+ a, a+ R — €]

= f(z) stetig auf (-R+a, a+ R)

(@) ] 50 dt = $

x

o T o g1
ff(t)dt:chk'(t_a)kdt:kzock'(tkﬁl |z —al<R

(z —a)* |2z —a|< R folgt aus Satz 6.4.3.

a k=0a
limsup ¢ k:jlj T = limsup {/c - lim § k%-l = limsup ¥/cp = % |
———
er- ~ L
k+1
T
Beispiel: In(1+z) f(z)=1- =Y 2%, f[f(z)= H% = 5 (—x)k
k=0 k=0

Satz 6.4.12.: Sei f(z) = Y. ¢, (x —a)* | —a |< R Dann ist f differenzierbar auf (¢ — R, a + R) und f'(z) =
k=0

Nkeck-(x—a)} t |z—al<R
k=0

Beweis: limsup ke = limsup e - kl:im VEk = 1. Gleicher Konvergenzradius und nach Satz 6.4.10. ist das gliedweise
k—o00 —1

|-

k—oo
=1
Integral eine Stammfunktion. M

53Konvergenzradius?
54Konvergenzintervall



6.5 Taylor’sche Formeln

f@) = f(@)+ f'a) (¢ —a) + T2 (2 =)’ + ..
Satz 6.5.2.: Sei f(z) = 3. ¢k - (x — a)¥ eine konvergente Potenzreihe. Dann ist ¢; = %

k!
(k—(n+1))!

f(n)(a):(nﬁ!n)155_ck.(a_a) +(<”¥”' rfa—a)l+,+..=nl-c, M

Satz 6.5.3. (Formel von Taylor): Sei f : offenes Intervall I — R, a € I und f € C™*V(I). Dann gilt fir z € I  f(z) =

oo (k) n
Z F(a) (z—a)k + R, mitR,(z)= L0 (x — a)™ " fiir ein ¢ zwischen a und z.

k! N (n+1)!
k=0 Restglied
=:T),, Taylorpolynom vom Grad n
Beweis: Setze R, (x) = f(z) — Th(x)
// (n) _ k+1
s() = F@) = fO = PO @) = 50 @12 — . = E0 @ =) — R(a) - (222)

S(a)=f(x)—(Tn)(iC())—Rn(x)=0
0=5() = 0— g — flehAr= + g4~ L tr= 07 4+ LD otz ).~ L (oo 4 Ry (04 1) (5

(n+1) (¢ n z—a)"t?! (41 (¢ n
Rn(m):fni!().(x_c) -((xf)c)" 'n%l:f(Tl)(!)'(x_a) oo

Beispiel: f(z) =e®, f'(z)=¢%, .., fW =¢®
f(0)=1,..., f(”)(O) = 1 = Taylorreihe f(x) ioj % z € R. Ist f( )= f(x)?
k=0

} = 3 ¢ zwischen z und a mit s'(¢) =0

F(2) = Tu(2) = Ro(a) = 3. 25 + L2210 gt

Ist i R, (x) = 07

| Bn(2) [<

. elxl. | | t!

(7’+1)'
Jim B0 g s f() = ()
z|™ 2 n—1)! |z Tz _ X gk
ln+2)! : \(:v\”*l - n+‘2 —+0 e = Z ’IICT'
k=0
_ 1

flx)y=e 22 a#0

0 L =0
f(z) = e_p~z% x#£0

0 =0
f(x) beliebig oft differenzierbar und f(™(0) =0

5501 =1



f(a) = sin(x), f'(z)=cos(x), f'(z)=—sin(z), ["(z)=—cos(x), fV(zx)= sin(z)

f(0) =0, f0)=1, f7(0) =0, f"(0) = -1, )y =0
sin(x) = ,Zéo (é;?f)! 2kt

| Ru(2) |< L0 — 0

cos(x) := sin'(x), (sin®(z)+ cos*(x)) =..=0

Satz 6.5.7. (Lagrange-Form des Restglieds): R,(z) = 2 - f(x — ) fD (1) dt

a
x

Beweis: n =0, f(z)=f(a)+ [ f'(t)dt v

Induktionsbeweis: f(z) = Tp(2) + (Rn(w) =)Ra(x) = & - [(z — )" - fOHD(t) dt Part.Int. T, (z) - L. @200 gty (4 |

T

1 @0 nt2) _ Lt p(ntl) L Candl | p(n42)
+5 af =1 f (t) dt = Tp(x) + CE] (x —a) f (a)+ CES] (x —1t) f (a) dt
Trt1(z) R (2)
. . . ZL‘ 2 n+3
Beispiel: sin(z) =2 — 5 + R ( )y | Ranta(z) |< m

M:} =

r=[-Z 4%, | Ru(2) |< 9L <0003, gilt auch fiir |z |< =



Einschub: Die Komplexen Zahlen

Definition: Menge der komplexen Zahlen C={x+i-y |z, y € R}

Rechenregeln:

(@1 4i-y1) + (w2 +i-y2) = (w1 + 22) +i- (Y1 + 2)

(w1 +i-y) (w2 +i-y2)=m1 o+ - (v1-y2+22-y1) — Y1y = (T1 -T2 —y1-y2) +i-(T1-y2 +T2-%1)

1 _ 1 =ty _ x—iy T . Yy
Tiiy  ztiy T—iy  224y?  224y? 1 Y
z=x+4i-y, Z=x—i-y|lz1-22|=|21| | 2]
21 | |zl
z2 177 22|
|z|=Vz-2

Satz: C ist ein Korper.
Achtung: C ist nicht geordnet! (Es gibt keine Ungleichungen)
Abstand in C

imagindre Achse

* T+ iy

reelle Achse

Satz: Seien z1, z9 € C
o | 21 + 22 |<| 21 | + | 22 |°° Dreiecksungleichung
e flal-lznll<lz—2|

Beweis: | 21 + 22 |2=| 21 |2 +2- Re(21 - 22)° "+ | 22 ’<| 21 P +2- |21 20 |+ | 22 P= (|21 |+ | 22 )2 W

Konvergenz
Folge komplexer Zahlen {a,}

{a,} konvergiert gegen a falls: Ve >03I N:a,—a|*®*<e n>N
Re(a,)—R(a)

Im(an)%lm(a)und
Beweis: a,, » a <| a, —a|—= 0=] Re(a, —a) |= 0und | Im(a, —a)|—0

Re(ay)—Re(a } \/Re (an)?2+ Im(a,)? = /Re(a)2+ Im(a)2 N

Satz: a, — a genau dann, wenn

Im(a,)—Im(
Definition: a, helﬁt beschrénkt falls | a,, | beschrankt ist.

Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Definition (Komplexe Exponentialfunktion): exp(z) = Z o, z€C.
Satz: Die Exponentialfunktion ist analytisch und es gllt e:cp '(z) = exp(z).
Satz: exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(z2) 21,22 € C

Beweis: exp(z1) - exp(z2) = i Z io: =

I
M=
=l w
e
‘i\:
)
=

|

M2
(i
\g!
N
<o
SN—

ot
©

2

56| | ist eine reelle Zahl

57| Re(2) |<| 2z |, | Im(2)|<| 2], |z| baw. |y |< V22 + 42

58/( Re (an — a))?2 4+ (Im(an — a))?
59
'(k 7!

Z (21+22) = exp(z1 + 22)



. = x Xk _ . . .
Notiz: eap(—2) = =d, eap(s) = 3% & = >° & = 5 2 —eap(2), | eapli-y) [P= cap(i-y) - eop(—i-y) = eap(0) = 1
k=0 k=0 k=0
Definition (Trigonometrische Funktionen):
o0 Nk 2k
cos(z) = % - (exp(i- 2) + exp(—i-z)) = 3 %
' 1)k 2 k1

sin(z) = 5 - (exp(i - z) — exp(—i - 2)) = ];::O (_@Tl)'

Satz (Formel von Euler): eV = cos(y) +1i - sin(y) y € R, e* ="V =% - e = e - (cos(y) + i - sin(y))
Satz: Seien z1, zo € C, dann gilt:

(1) cos(—z) = cos(z) (gerade Funktion!)

sin(—z) = —sin(z) (ungerade Funktion!)

(2) sin?(2) +cos?(z) =1 (| sin(z) |[< 1, |cos(z) |< 1)

(3) Additionstheoreme:

sin(z1 £ z9) = sin(z1) - cos(z2) £ cos(z1) - sin(z2)

cos(z1 £ 22) = cos(z1) - cos(z2) F sin(zy) - sin(zz)

(4) sin’(2) = cos(z) cos'(z) = —sin(z)
Polardarstellung

z

" y = rsin(yp)

(")
x =rcos(p)

L R RISV E B it e I C
, T
Satz (Formel von Moivre): 2™ =r™-e"™® =1" . (cos(n- @) +i-sin(n- @))
Definition: {/z = {/r-e"" —m< @ <47 (Hauptzweig)
Definition: log: C\{0} - C z=1r-e"® —log(z) =In(z) +i-@ ¢ € (—m, +7

Definition: 2% = ewto9(2)

60, B.: 2129 =71 - 19 - et (@1 ®2)



7 Der euklidische Raum

Achtung! Ab hier bis Kapitel 7.2 habe ich den englischen Text iibersetzt, d.h. es gibt sicher noch ein paar Ubersetzungsfehler.

7.1 Euclidean Space

Definition: Der Raum R? ist die Menge aller d-tupel (geordnet in der Form (z1, o, ..., 24)).

Bemerkung: Die Reihenfolge ist wichtig! Das heift, dass (z1, z2) # (x2,21) falls 21 # xs.

Bemerkung: R? ist eine Ebene. Graphen von Funktionen von R — R werden auf solchen Ebenen konstruiert. GR(f) =
{(z, f(x)) : x € D(f)}, wobei (f(z), z) dabei eher wenig Sinn macht. Fiir die Rechenoperationen Addition und Multiplikation
im R gilt folgendes: Seien x = (21,23, ...,24) und ¥ = (y1,¥2,...yq) Vektoren aus dem R? und o € R ein Skalar, dann ist
x4+y=(x1+y,x2+ Y2, ., Tqg+yq) und -z = (-1, X" Ta,..., X" Tq).

Satz 7.1.1.: Seien u,v,w € R? und «, B € R, dann gilt:
Lu+@w4w)=(u+v)+w
2.utv=v+u
3. 04+u=
4.0-u=0
5. 00-(Bru)=(x-B)-u
6. (x+p) u=a-u+f u
7. 0-(u+v)=a-u+oa-v

Definition: Eine Menge mit den Rechenoperationen Addition und skalarer Multiplikation (wo die Skalare zu einem Korper
F gehoren), wo die oben genannten Eigenschaften eingehalten werden, heifit Vektorraum iiber einen Korper F. Das heift,
R? ist ein Vektorraum iiber den Kérper R.
Um den Abstandsbegriff im R? zu definieren, wird das innere Produkt (Skalarprodukt) verwendet. Das innere Produkt ist
(u,v) = kzd: u, - Vg. (-,-) ist eine Abbildung vom R? x R? — R.

=1

Satz 7.1.4.:: Seien u,v,w € R? und o € R, dann gilt:
1. (u,v) = (v, u)
2. {(u+v,w) = (u,w) + (v, w)
3. (- u,v) = - (u,v)
4. (u,u) >0 und (0,0) =0 u=0

Definition: Eine Funktion, die Vektorpiarchen (in R?) in den R (Skalare) abbildet und die Eigenschaften aus Satz 7.1.4.

respektiert, heifit inneres Produkt. Dieser Raum wird dann auch Skalarproduktraum genannt. Das innere Produkt (u,v) =
d

> ug - v heilt auch euklidisches inneres Produkt.
k=1
Notation: e = (0,0,...,0, 1 ,...,0), (ex,e;) = 8k;. Das heiit, dass {e,}¢ orthonormal im euklidischen Raum R? ist.
k
d
(eg,x) = xp wo & = (21, T2, ...,xq) ist, also x = > (eg, ) - k.
k=1



Definition 7.1.7.: Im Skalarproduktraum (X, (-,-)) wird die Norm, || - ||, von einem Element x € X als || z ||= /(z, z)
definiert. Der Abstand zwischen x und y ist definiert als || z — y ||.

Satz 7.1.8. (Cauchy-Schwarz Ungleichung): Falls (X (-,-)) ein Skalarproduktraum ist, dann | {(x,y) |<|| = || - || ¥ ||.

Beweis: Seien z,y € X und t € R. Dann f(t):= (¢t - x4y, t-z+y) =t> ||z [|> +2-t- (x,y)+ || y ||*> 0. f ist eine Parabel
mit maximal einer Wurzel genau dann, wenn (z,y)> — (|| z || - ||y [)? <0 N

Bemerkung: Aus Satz 7.1.8. folgt die Definition fiir Winkel: 0(x,y) = arccos(W).

Im R? ist (z,y) =[[ || - || y [| -cos(8), da | cos(0) <1 = (w,y) [<[| z || - [ y ]|

Anmerkung: |0 |[= § & (z,y) =0

Satz 7.1.10.: Sei (X, (-,-)) ein Skalarproduktraum, x € X und « € R, dann gilt:

Lffz+yll<llz|+ [yl
2 -z fl=l |- [zl
3. |jz|l=0=>2=0

Beweis: ||z +y [P=(z+y, a+y) =[x |P +2- (@ o)+ [y [P<ll = [P +2- [[z |- [y [ + [y [P=Ul= [+ y[)* =

Definition: Eine Norm im Vektorraum X ist eine Funktion || - || -X — R, dessen Menge 0(z,y) = arccos( und

(z,y) )
IEIRIFL
Eigenschaften aus Satz 7.1.10. 2.43. als Norm bezeichnet wird. Ein Vektorraum X, die eine Norm || - || enthélt wird
Normierter Raum genannt.

. 1
I CR Intervall, C(I) = {f : I — R | f stetig auf I}. || f o= sy | f@) |, || £ 1= (] | f@@) [? d2)#®%, || £+ g |[,<I|
I
Fllo + g llps Mo fllp=lal-1[fllp
sU su sU sU
SUP | £(2) + glw) < 5B f(2) |+ | 9@) ) < 2] £@) |+ 590 | g(a) |

[1f+9glleo £ oo llglleo

7.2 Konvergenz

Metrischer Raum: Eine Menge X mit einer Funktion & : X X X — [0, 00) mit folgenden Eigenschaften:

(i) 8(z,y) = 8(y, z)

(ii) 8(z,y) =0=z =y

(ili) 8(z,2) < d(x,y) + 5(y, 2)

Satz 7.2.2.: Jeder normierte Raum mit 8(x,y) =|| « — y || ist ein metrischer Raum.

Beweis:

(1) 8(z,y) =l z —y [I=[l y — 2 ||= 8(y, z)

(i) 8z, y) =llz —y[l=0=2-y=0=z=y

(iii) 8(z,2) =l z —z|[=llz —y+y—z <[z —y [+ |ly — 2 [[= 8(z,y) + 8(y,2) W

”Metrischer Raum < Normierter Raum < Raum mit Skalarprodukt”, soll heifen: Wenn ein Raum das Skalarprodukt enthélt,

dann ist es automatisch auch ein normierter Raum usw.

Folgen und Konvergenz

Definition 7.2.5.: Sei {x,} eine Folge von Vektoren aus R? und # € R%. Dann konvergiert z,, — x falls ¥V ¢ > 0 3 N :
[z—zn||<e n>N
—_——

S(z,zn)
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Satz 7.2.8.: Sei {z,} € R? eine Folge und = € R? ein Vektor. Dann gilt fiir {a,}: || 2 — 2, ||< @, V n. Falls a,, — 0, dann
auch z,, — 0.

Beispiel: z,, = (e7" - sin(n),e™™) € R?, Vermutung: x,, — 0

=0 ll= Ve s+ @ = /e 5P () 627 = e - [T T 5in2(0) < VE- e =0

Satz: 7.2.10.: Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Satz 7.2.11.: Sei {x,,} CR% z € R? und z,, — x. Dann || z,, ||—|| = ||
Beweis: | ||z || = |l2n|] I€|]z—2,]|]—0 N

Satz 7.2.12.: Seien x,, = z, y, —y € R%und a,, — a € R, dann gilt:
(&) Zn +yn — 2 +y

(b) an -y —a-x

(¢) @y + yn — x -y (Skalarprodukt!)

Beweis: (a) || zn +yn — (@ + o) [I< || zn =2 ||+ [ yn —y [ =0

—0 —0
M) lla-z—an- -z, [[=lla-z—a-zn+a-zn—an oo [[=|la-(z—an) + 20 (a—an) [|<[[ 2n-(a—an) [| + || a- (z —z0) ||=]|
o |l -Ja—an |-+ ]al- ||z -z ||
—— ——

—0 —0
Satz 7.2.13.: Sei 2,52 - 2® < e;-x, v ej-x j=1,...,d

Beweis: = folgt aus Satz 7.2.12 (c)

d
cllzn—zll= (X (@ —2;%)%)” -0 =

Jj=1
Satz 7.2.14. (Bolzano-Weierstra$ fiir R?): Jede beschrinkte Folge hat eine konvergente Teilfolge.

Bemerkung: {z,} beschriankt :< 3 M :|| z,, ||[< M

Beweis: z,; j =1,...,d beschrankte Folge reeller Zahlen
Bolzanof:\yeierstraﬁ

fiir R4
—> d Teilfolge, so dass Ty, —xo N
Ko, 2

3 Teilfolge, so dass z,,. , — @1

Definition 7.2.15. (Cauchy-Folge): Eine Folge {x,} in R? heifit Cauchy-Folge, falls V € 3 N :|| 2, — &, ||< € n,m > N. Ein
normierter Raum heif3t vollstdndig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.

Satz: RY (und C9) ist vollstéindig.

7.3 Offene und abgeschlossene Mengen (Topologie)

Definition: B,.(xg) = {x € R?| || 2 — x¢ ||< 7} offene Kugel (um z¢ mit Radius 7)

By (z0) = {z € RY| || 2 — 0 ||<r} abgeschlossene Kugel (um 2 mit Radius r)

Definition 7.3.1.: Eine Teilmenge U C R heifit offen, falls es zu jedem x € U eine offene Kugel B,.(zg) r > 0 mit B,.(x) C U
gibt. Eine Teilmenge U C RY heiBt abgeschlossen, falls ihr Komplement R\U offen ist. Eine Umgebung von = € RY ist eine
Menge die eine offene Kugel um z enthalt.

Satz 7.3.2.:

(a) ¢ ist offen und abgeschlossen

(b) R? ist offen und abgeschlossen
(c) Jede offene Kugel ist offen

Bzy = (€15, d,j)
63

z = (z1,...,Ta)
SOz =ejTn
65, — ..

Tj =€ T



(d) Jede abgeschlossene Kugel ist abgeschlossen

Beweis:

Wiéhle z € By(zg) =d=r— ||z —z0 ||> 0
Behauptung: Bg(z) C B, (xg), y € Ba(x) = y € B,(z0)

ly -z ll=lly—a+a -0 l|< ||y —x||+| e —vo | <d+r—d=r
—_— Y/
<d =r—d

(d) B,(xo) abgeschlossen < R\ B,.(v9) = {x | ||z —xo||> 7} ist offen N

Satz 7.3.3.:

(a) Die Vereinigung offener Mengen ist offen

(b) Der Durchschnitt endlichvieler offener Mengen ist offen

(¢) Der Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen

(d) Die Vereinigung endlichvieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen

Beweis: (a) = (¢) und (b) = (d) folgt aus de Morgan-Regeln

Definition 7.3.6.: Sei £ C R?, dann gilt:
(a) Das Innere von F ist die grofite offene Teilmenge von E. Schreibweise E°.

(b) Der Abschluss von E ist die kleinste abgeschlossene Menge die E enthilt. Schreibweise E.



(c) Der Rand von E ist E\E° (Differenz von E° und E). Schreibweise OE.
Beispiel:

E={w)| @) ll<1, y>0}U{(0,—y)|ye 01}

EC={(zy) | [l (z,9)[l<1, y>0}

E={(y)| @y l=1y=0}u{(,0)]ze[-L+1}U{(0,-y) |y e [0,1]}

Beispiel:

Sei Q C R!, dann ist:

®=¢ Q=R Q=R

Satz 7.3.7.: Seien £ C R? und z € R?, dann gilt:

(a) z € E° < Es existiert eine Umgebung von z die in F enthalten ist (Topografische Definition)

< Es existiert ein € > 0 mit Be(x) € E (Metrische Definition)

(b) # € E & Jede Umgebung von x enthilt einen Punkt aus E

< V e > 0 enthilt Be(z) einen Punkt aus

(¢c) x € OF & Jede Umgebung von z enthélt Punkte aus E und dem Komplement von E

< V e > 0 enthilt Be(z) Punkte aus E und dem Komplement von F

Satz 7.3.9.: Sei z, € R?, dann z,, — = < fiir jede Umgebung U von z existiert ein Index N, so dass z,, € U fiir n > N
(Umformulierung der Konvergenz).

Satz 7.3.10.: Sei A C R?. Dann ist A die Menge aller Grenzwerte von konvergenten Folgen mit Gliedern aus A. Die Menge
A ist abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge aus A auch der Grenzwert aus A ist.

Beweis: = € A, wihle Bi(z) Satz 2;7(3)) Jz, € ANBi(z) = an > @

Tn €A v, w2 =>Ve>03IN:z, € Be(x) Satz@.?.(b)xeA |

7.4 Kompaktheit

Definition: Offene Uberdeckung von E C R ist eine Familie von offenen Mengen deren Vereinigung E enthilt.

Beispiel: % = {aller offenen Intervalle der maximalen Léinge % mit rationalen Randpunkten}

<\‘ :
L

(i)  uberdeckt R

(i) % tberdeckt [0, 1] (-5 +9 U2 u..

Beispiel: % = {(%,1) | n € N} iiberdeckt (0, 1)

n’



Definition 7.4.3.: Eine Menge E C R? heifit kompakt, falls aus jeder offenen Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung
ausgewahlt werden kann.
Satz 7.4.4.: Jede kompakte Menge K C R? ist beschrinkt.
. N
Beweis: R? = ngN B,(0) 2 K. Da K kompakt — nngn(O) ODK=Byx0)2K N
Satz 7.4.5.: Jede kompakte Menge K C R? ist abgeschlossen.

gl

Beweis: Wir zeigen K = K. Seien 2 € K und 0,% := R:\Bi(z). O, NK # b, nLEJNO” = RN\ {z}. Angenommen

_ .. da K
x € K\K = O,, Uberdeckung von K kojlzp;kt O, 2 K fir ein N € N, im Widerspruch zu O, N K #¢b =z K 1

Satz 7.4.6.: A1 D Ay D ... D A, D Apy1 D ... ist eine Folge verschachtelter Mengen die alle nichtleer, beschréinkt und
abgeschlossen sind. Dann ist nQNA" #+ .

Beispiel: £)(0,1) = ¢, [)(n,00) =

. . - . . Bol . . .
Beweis: Fiir alle n € N existiert ein z,, € A, = z,, € 41 = {x,} beschrankt LAANO oo oxistiert eine konvergente Teilfolge

- L Weierstrafl
Tp, - x. Daxy,, €Al =A1=xcA. Daxy, € Ay=Aflir k>2=2€ Ay..zy, GAnél’eAnézenQNA” u
Satz 7.4.7. (Heine-Borel): Eine Menge K C R? ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis: C; D Cy D (5

£
NP

(CiNK) D (ConK) D (Csn K).“Satgél.fi. ERUNS jQNCj NK = es existiert eine offene Menge O aus unserer Uberdeckung
mit z € O = diese eine Menge tiberdeckt C; fiir j klein genug 4 W

Korollar 7.4.8.: Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Teilmenge ist kompakt.

Satz 7.4.10.: K sei kompakt, U offen in R? und K C U. Dann existiert eine offene Menge V mit V kompakt und K C V C
VcU.

7.5 Zusammenhang

Definition 7.5.1.: Eine Menge E C R? heifit nicht zusammenhingend (getrennt), falls zwei offene Mengen U,V existieren
mit:

() ECUUV

(b) (ENV)N(ENU)=0d

66Offene Menge




TP (s

(©) (ENV) # & und (ENU) # 6
Beispiel: £ =(-1,0)U(0,1), U =(-1,0), V =(0,1)
E =(-1,0]U(0,1) zusammenhéngend

E = B;((—1,0)) U B1((+1,0)) nicht zusammenhéngend

E = B,((—1,0)) U B1((+1,0)) bzw. E = B1((—1,0)) U B1((+1,0)) U {(0,0)} zusammenhingend

Definition 7.5.2.: Eine Teilmenge A C E (und E C R?) heiit offen beziiglich E, falls A= ENU mit U C R? offen.
Beispiel: Angenommen E = [0,1], dann ist A = [0, 3) offen beziiglich E, z.B. A= (-1, +1)nE

Satz 7.5.4.: Eine Menge E C R? ist genau dann zusammenhiingend, wenn E ein Intervall ist.

Beweis: Sei E zusammenhéngend und nichtleer, a =inf E, b=sup F, a <b

E besteht aus einem Punkt < a = b (trivialer Fall, wir betrachten im Folgenden a < b)

E C (a,b) (E Intervall & (a,b) C E)

Angenommen FE sei kein Intervall = (a,b) ¢ E= Jz € (a,b) und z ¢ E

U= (-—,z), V= (z,+00)
EcCUJUV
(UNE)N(VNE)=¢ } = F nicht zusammenhingend 4
(UNE)#d, (VNE)#d

Sei E ein Intervall, f : £ — R.

1 xzelU
T {0 eV

Angenommen E kann mit U,V zerlegt werden. Behauptung: f ist stetig. Sei x € E und € > 0 gegeben.

| f(z) = f(y) [< e firalle y € Bs(x) N E =| f(z) — f(y) =0

Nach dem Zwischenwertsatz miisste f(z) = 1 fiir ein z € E 4
Satz 7.5.5.: Seien A, B C R? zusammenhingend und AN B # ¢, dann ist auch A U B zusammenhiingend.

Definition 7.5.6.: Sei E C R%, 2 € E die grofite zusammenhiingende Teilmenge von E die x enthilt, dann heit sie

O

Satz 7.5.7.: By(x) bzw. B,(x) ist zusammenhéngend.

Zusammenhangskomponente von z.



