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0.1 Einleitung

Punktwechselwirkungen (oder é—Potentiale) sind ein in der Quantenmechanik beliebtes
Modell, da sie den Vorteil besitzen, analytisch 16sbar zu sein. Sie finden sich deshalb auch
in beinahe jedem Buch iiber Quantenmechanik. Die Wechselwirkung ist formal durch fol-
genden Hamiltonoperator gegeben (in geeigneten Koordinaten und Einheiten):

H=—-A+> a,d,(.)

Dabei bezeichnet y den Ort des Potentials, o, seine Stérke und 6, (.) die Diracsche Deltadis-
tribution. Eine (mathematisch exakte) Behandlung dieses Problems mit Hilfe der Distribu-
tionentheorie ist mithsam, es gibt jedoch eine einfachere (und vor allem dem Hilbertraum-—
Konzept der Quantenmechanik angepafite) Methode, diese Wechselwirkungen zu beschrei-
ben: Die Theorie der selbstadjungierten Fortsetzungen von Operatoren ([WD] Kapitel 8).
Eine umfassende Beschreibung der Losung von Punktwechselwirkungen mit Hilfe dieser
Methode findet sich in [AG].

Eine Zwischenbemerkung: Bei der Separation des Laplace-Operators in (z.B.:) Kugel-
koordinaten zeigt sich, daldie entstehenden Differentialoperatoren nicht wesentlich selbst-
adjungiert sind und es verschiedene Moglichkeiten fiir Randbedingungen gibt. Es werden
dann verschiedene (oft nicht stichhaltige) Argumente gebracht, welche Randbedingungen
nun ‘richtig’ sind. Eine einfache Uberlegung zeigt jedoch, daBdie durch Separation gefunde-
nen Eigenfunktionen zumindest stetig sein miissen, damit der Laplace-Operator iiberhaupt
auf sie anwendbar ist (Das beinhaltet auch die periodischen Randbedingungen fiir den -
Anteil ([SW] Kap. 5.3) und damit die Ganzzahligkeit des Bahndrehimpulses!). Eine andere
Wahl der Randbedingung kann zu Punktwechselwirkungen fiithren. Vergleiche dazu [SW]
Kap. 6.1 S 110 (und [AG] fiir die mathematischen Einzelheiten).

Eine Weiterfithrung des obigen Modells ist es, auf Flachen konzentrierte Potentiale zu
betrachten. Dabei wurde jedoch bis jetzt nur der kugelsymmetrische Fall behandelt. Ver-
gleiche [ag] fiir den Schrodingeroperator und [del], [de2] fiir den Diracoperator. Deshalb war
es das Ziel dieser Arbeit, Verallgemeinerungen des kugelsymmetrischen Problems zu finden.
Es wurde daher versucht, ein auf der Oberflache eines Rotationsellipsoids konzentriertes
Potential (funktionalanalytisch) zu beschreiben, da fiir diesen Fall die Separierbarkeit des
Problems erhalten bleibt.

Die physikalische Motivation fiir dieses Modell kommt hauptséchlich aus der Kernphysik
[gm] (fiir weitere Literaturangaben und andere Anwendugsmoglichkeiten siehe [ag]). Da
versucht wurde Kernkrafte damit zu beschreiben, ist die Erweiterung auf Ellipsenschalen
naheliegend.
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In Abschnitt 1 wurde die freie Schrodingergleichung in sphéroidalen Koordinaten se-
pariert. Da keine Ergebnisse (wie sie fiir die weitere funktionalanalytische Behandlung
notwendig sind) iiber die Losung der freien Schrédingergleichung in diesen Koordinaten
gefunden werden konnten, wurde dieses Problem zuerst betrachtet. Es wurde die Selbstad-
jungiertheit der bei der Separation auftretenden Operatoren, ihre Resolventen, Spektren,
Vollstéandigkeit der Eigenfunktionen und Klassen von relativkompakten Storpotentialen
untersucht. Die wesentlichen Unterschiede (und zugleich mathematischen Schwierigkeiten)
liegen darin, dafidas Volumselement (1.4) nicht faktorisiert und die bei der Separation ent-
stehenden Gleichungen (1.12) und (1.13) kompliziert verkoppelt sind. Der erste fithrt dazu,
dafes keinen einfachen Zusammenhang zwischen dem urspriinglichen Raum (2.1) und dem
Tensorprodukt der bei der Separation entstehenden Réume (2.5) gibt. Der zweite bewirkt,
daBman nicht mehr ein einfaches Eigenwertproblem der Form T f = 2z f, sondern eines der
Form T(z)f = zf erhalt.

In Abschnitt 2 wurde dann die 6—Wechselwirkung eingefiithrt und untersucht. Es wur-
den zunichst elementare Figenschaften wie Selbstadjungiertheit, Gestalt von Resolvente
und Spektrum bewiesen. Als néchstes wurde gezeigt, wie die 6—Wechselwirkung als Grenz-
wert von skalierten Potentialen erhalten werden kann, woraus eigentlich erst die physikali-
sche Signifikanz dieses Modells hervorgeht: Die auf einem Rotationsellipsoid konzentrierte
Wechselwirkung ist eine Ndherung fiir ein hohes, nur in einer kleinen Umgebung des Ro-
tationsellipsoides wesentlich von Null verschiedenen Potentials.

In Abschnitt 3 wurden dann noch einige Resultate iiber das Hy —Ton (fixe Kerne) ge-
sammelt, die sich grofiteils aus den vorangehenden Kapiteln ergaben.

Im Anhang befindet sich eine Zusammenfassung der Weyl-Titchmarsch—Theorie iiber
die Selbstadjungiertheit von Sturm—Liouville-Operatoren mit einem etwas einfacheren Be-
weis fiir die Selbstadjungiertheit bei getrennten Randbedingungen.

Als Ausblick wére noch festzuhalten, dafles wahrscheinlich kein Problem darstellt, die
Ergebnisse auf endlich viele konzentrische Rotationsellipsoide zu erweitern, wie dies fiir den
kugelsymmetrischen Fall in [sh] gemacht wurde. Es ist auch moglich, die 6—Wechselwirkung
mit anderen Potentialen (z.B. jene aus Abschnitt 3) zu kombinieren (vgl. [ag]).
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0.2 Bezeichnungen

Funktionentheorie:

..imaginire Einheit (i = v/—1)

..zu z € C konjugiert komplexe Zahl

.. Realteil von z

.. Imaginérteil von z

.. Betrag von z

.. Argument von z = |z|exp(iarg(z)) mit 0 < arg(z) < 27
.. komplexe Potenz: z = exp(pln |z| + iparg(z))

Funktionalanalysis (vgl. [WD]):

... Hilbertraum
.. Skalarprodukt
.. Norm
... Hilbert-Schmidt-Norm
. L{f1,...} lineare Hiille der Vektoren fi, ...
.. direkte Summe von Hilbertrdumen
.. Tensorprodukt von Hilbertrdumen
.. Operator im Hilbertraum
.. Definitionsbereich von T
... Nullraum von T
.. Wertebereich von T
.. Abschlufivon T
..zu T adjungierter Operator
...zu T inverser Operator
.. Resolvente (T — z)™*
.. Kern des Integraloperators R
.. Resolventenmenge von T
.. Spektrum von T
.. wesentliches Spektrum
.. absolut stetiges Spektrum
..singulér stetiges Spektrum
.. Punkt—Spektrum
.. diskretes Spektrum
.. absolut stetiger Teilraum von $) beziiglich T
..singulér stetiger Teilraum von $) beziiglich T
.. unstetiger Teilraum von $ beziiglich T
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Raume komlexwertiger Funktionen:

L2(Q) ..
L2(Q,r)...

L2(I) ..
L2(I,7)...

L%OC('[) .t
L2(1) ..
LY(I) ..
LlIOC(I) o
Lo(I) ..

) .
() ..

AC(I) ..
ACHI) ...
ACloc(I)' :
ACp(I)..
ACH(I) ...

Abkiirzungen:

. Menge der auf dem Gebiet 2 C R™ quadratintegrablen Funktionen

Menge der auf dem Intervall 2 C R" beziiglich der Gewichtsfunktion
r quadratintegrablen Funktionen

.Menge der auf dem Intervall I C R quadratintegrablen Funktionen

Menge der auf dem Intervall I C R beziiglich der Gewichtsfunktion
r quadratintegrablen Funktionen

. Menge der auf jedem kompakten Teilintervall IcI quadratinteg-

rablen Funktionen

. Menge der quadratintegrablen Funktionen, die aulerhalb eines kom-

pakten, von der Funktion abhéngigen, Intervalls I < I identisch
verschwinden

. Menge der auf [ integrierbaren Funktionen
.Menge der auf jedem kompakten Teilintervall I C [ integrablen

Funktionen

.Menge der auf I beschréankten, mefibaren Funktionen
.. Menge der auf I stetigen Funktionen
. Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die auflerhalb

eines kompakten, von der Funktion abhéngigen, Intervalls Ic1I
identisch verschwinden

. Menge der auf dem Intervall I C R absolut stetigen, Funktionen

Menge der Funktionen mit f, f" € AC(I)

.Menge der auf jedem kompakten Teilintervall I C I absolut stetigen

Funktionen

Menge der absolut stetigen Funktionen, die auflerhalb eines kom-
pakten, von der Funktion abhéngigen, Intervalls I c I identisch
verschwinden

.Menge der Funktionen mit f, f" € AC,,.(I)

ACy(I) N ACH)

GKF'. .. Grenzkreisfall
GPF ... Grenzpunktfall
RB ...Randbedingung
s.e.c.... salvo errore calculi (mit Vorbehalt eines Rechenfehlers)



Abschnitt 1

Losung der freien
Schrodingergleichung in sphiroidalen
Koordinaten

1.1 Separation der freien Schrédingergleichung

Die Schrodingergleichung in kartesischen Koordinaten (und geeigneten Einheiten) lautet:
—AV + VU = E*¥ U(x,y,2) € L2 (R?) k*eC (1.1)

Der Laplace-Operator ist durch

82 82 82

:w—Fain‘*—@ (1.2)

gegeben. In diesem Abschnitt sollen ihre Losungen in (gestreckt) sphiroidalen Koordinaten
untersucht werden. Diese lauten [MS] [MF]:

x = asinhpsindcosp = a\/§2 — 1\/1 —n?cosp

= asinhpsinﬂsinwza\/§2—1\/1—772sin<p (1.3)
z = acoshpcost =a&n

mit a > 0 und
pe0,00), I € [0,7] o € [0,27) baw. € € [1,00), n € [-1,1], p € [0,27)
Das Volumselement lautet:

drdydz = a®(sinh? p + sin® ) sinh psind dp dv) dip

a
a3(cosh? p — cos® ) sinh psind dp dv dg (1.4)
a’ (&% — n?)dé dn dep



Die Koordinatenflichen ¢ = const sind gestreckte Rotationsellipsoide mit Brennpunkten
bei z = +a. Abgeflachte Rotationsellipsoide konnen durch die Substitution ¢ — —ia und
¢ — i€ bzw. cosh p — isinh p erhalten werden. Damit (1.1) separiert werden kann, mufl
das Potential V' die folgende Gestalt besitzen [MF]:

Wi (cosh p) + Wa(cos 9) N Ws(¢p)

cosh? p — cos? ¥ sinh psin ¥

V= (1.5)

mit willkiirlichen Funktionen W; ¢ = 1,2, 3. Fiihrt man die Abstdnde von den Brennpunk-
ten 71,79 ein (coshp = (r1 + 19)/2a,cos¥ = (r; — r9)/2a), so erhilt man die physikalisch
aussagekraftigere Form:

@ (Wa(5) + Wal“52)) 402 Wi()

V =
V82 (% +13) — (1} — 13)? — 16a*

(1.6)

Man erkennt, daf} insbesondere Potentia!g der Form V = Cy/r; + Cs/ry in die Gestalt
(1.6) gebracht werden kénnen (vgl. [MF| Ubungsbeispiel 5.3). Der Laplace-Operator ist in
diesen Koordinaten durch folgenden Ausdruck gegeben:

A:

1 1 0
a2(sinh? p + sin?¥) |sinh p p
1 0 0 1 1 02

sing 89 19% * (sinh2£ + sin? 77)(9902

mhpaa

(1.7)
1 o 9 0

e (7€ Ve g
1 1 82]

<€2_1 + 1_772)8902

Es soll nun die freie Schrédingergleichung (V' = 0) untersucht werden. Dazu werden
zunéchst Produktlosungen der folgenden Form gesucht:

U(x,y,2) = ‘I’(a\/(€2 — 1)(1 —n?)cos ¢, a\/(§2 = 1)(1 = n?)sing, aln)
= V(& 0) = J(SmO(p) (1.8)

Einsetzen von Ansatz (1.8) in (1.1) mit V' = 0 unter Verwendung von (1.7) ergibt drei
gewohnliche Differentialgleichungen fiir die Funktionen J(§), S(n), ©(¢):

d 2
5(5 g “A =€ - gl = 0 (1.9)
d d 2
(=TS H R+ A=) = 1T ls = 0 (1.10)
d2
Tﬂ@+m2@ =0 (1.11)



mit v = ak. A bzw. m? bezeichnen die Separationsparameter. Man beachte, daf$ die beiden
Gleichungen fiir J und S identisch sind.
Umschreiben zeigt, daff drei (verkoppelte) Sturm-Liouville Probleme vorliegen:

1_1) [_d(g _ 1)i A+ m’ ] J = kJ £ e (1,00) (1.12)

a?(&? dg dg -1
d d m?
[_ch](l_nz)ch]_72(1_n2)+1_772] S = AS ne(-1,1)  (1.13)
_dd;@ = m?’0  pc(0,2r) (1.14)

Diese sollen in den nachsten drei Punkten der Reihe nach untersucht werden.

1.2 Untersuchung des O(p)—Anteils

Gleichung (1.14) zeigt, dal der folgende Operator untersucht werden muf:

T:9(T) C L?(0,27) — L*(0,2m)

w o Tu— —u (1.15)

Die Randbedingungen, die T zu einem selbstadjungierten Operator in L?(0,27) machen
sind langst bekannt und werden analog zum kugelsymmetrischen Fall gewéhlt:

D(T) = {u € L2(0,27)| u e AC'(0,27), u” € L%(0,2n), (1.16)
u(0) = u(2m),u'(0) = u'(27)} '
Anmerkungen: u(0) = lim. | ou(0+¢) u2m)=...

Diese Wahl der Randbedingungen gewihrleistet, dal (beim Ubergang von sphiroidalen
auf kartesische Koordinaten) die Anwendung des Laplace-Operators auf die Funktion ¥ =
JSO (vgl. Gl (1.8)) iiberhaupt sinnvoll moglich ist.

Satz 1.1 Der Operator T ist auf D(T) selbstadjungiert. Das Spektrum ist zweifach und
rein diskret:

o(T) = 04i5.(T) (1.17)

Die Eigenwerte m? und dazugehérigen (normierten) Eigenfunktionen u,, lauten:

1 .
Ty = MU, U (7) = ——=e'T mit m € Z (1.18)

V2r

Die Funktionen u,,(x) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem fir den Hilbertraum
L2(0, 2m).

Beweis: Diese Tatsachen folgen aus der (reguliren) Sturm-Liouvilleschen Theorie. s.e.c.



1.3 Untersuchung des S(n)—Anteils

Aus Gleichung (1.13) ersieht man, daf der zu untersuchende Operator lautet:

T:D(T) C L2(—1,1 (1.19)

Tu=—((1—2*)u") =1 - 2*)u+ v Y eRm?eN, (1.20)

1 — a2
Man beachte, dafl man fiir v = 0 die Legendre-Differentialgleichung erhilt. Es liegt also
ein singuldrer Sturm—Liouvillescher Differentialausdruck vor:

ru=1(—(pu') + qu) (1.21)

p(r) =1—2? q(z) = —*(1 — 2%) + 1T_n2x2 k(x) =1 (1.22)

Beide Endpunkte zyp = =41 sind singulér, und um den Operator T selbstadjungiert zu
machen, stellt sich die Frage, ob bzw. welche Randbedingungen notwendig sind. Dazu
werden zuerst die Endpunkte nach Weyl klassifiziert (Definition A.1). Da die Koeffizienten
p(z),q(z) analytische Funktionen sind, und die Losungen der Differentialgleichung sich
nach verallgemeinerten Potenzreihen entwickeln lassen, kann ein Kriterium aus [JR] (3.8
Satz 1) verwendet werden. Danach liegt bei zy = +1 genau dann der Grenzkreisfall vor,
wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

[

n0>(1—0)2+4
Po

(1.23)

Dabei sind die Zahlen o,py und ¢y aus den Reihenentwicklungen fiir p(z) bzw. ¢(z) um
ro = =1 zu entnehmen:

p(x) = (& — x0)° ij:pg (z — x0)" = pp=F2 o=1 (1.24)

o) ==Y g —r) > a= (1.25)
=0

k(x) = (z — x0)7 2 i ke(x —x0)" = flh=1 (1.26)
=0

k,, ist der erste nichtverschwindende Koeffizient der Entwicklung von k(z). Damit erhélt
man unter Verwendung von (1.23) folgende Bedingung;:

m=0 : Grenzkreisfall

m # 0 : Grenzpunktfall m € No (1.27)

m*<1l = {
Es ist also nur im Fall m = 0 eine Randbedingung (RB) notwendig (Satz A.5). Der Defi-
nitionsbereich wird wie folgt gewéhlt:

D(T) = {u e L?(—1,1)| ueAC, (—1,1), Tu € L2(—1,1),

loc
RB fiir m = 0} (1.28)



Das Auffinden einer geeigneten Randbedingung ist also das néchste Ziel. Der hier gewéhlte
Zugang entspricht dem in [JR]. Vergleiche dazu auch Anhang A. Fiir eine etwas heuristi-
schere Darstellung vgl. [ST], in dem auch die nichtfunktionalanalytischen Methoden von
[TM] beschrieben werden. Dazu wird zunéchst das Verhalten der Losung der Differential-
gleichung

TU=Au (1.29)

in der Nahe der singuldren Punkte xqg = £1 untersucht. Da die Differentialgleichung, wie
bereits erwahnt, einen Reihenansatz gestattet, soll dieser nun durchgefiihrt werden. Die
Gleichung fiir die charakteristischen Exponenten lautet (vgl. z.B.: [JR] S 152):

2

m
PPla—Nptby=p'——7-=0 = pa=+

m

> (1.30)

: % p(z) Y JA—q(x)  —m?
mit ag = xlirill(x F1) o) 1 und by = xll)rgl(a: F1) ORI
Es gilt po — p1 = m € Ny, daher gibt es ein Fundamentalsystem der folgenden Form (vgl.
wiederum [JR]):

w(w) = (r—x0)"™? > (= o)
=0 (1.31)
us(x) = (x—xo) ™2 S dy (x — x0)" + cur(z) In(z — 20)
=0

Allgemein gilt d,,, = 0 und ¢o # 0. Fiir m # 0 ist dy # 0, und fiir m = 0 ist sicher ¢ # 0.
Der Koeffizient c ist ein Polynom in A und 4% (und zwar in A und 7y zusammen vom Grad
m) und kann rekursiv berechnet werden (vgl. [MX]). Man erkennt auch sofort, da§ nur fiir
m = (0 beide Losungen im Hilbertraum liegen. Jede Funktion u aus dem Definitionsbereich
von T (ohne RB) kann (Vorliegen des Grenzkreisfalls vorausgesetzt) in der Nihe von ¢ in
der Form:

u(@) = u(2){C1 + ¢1(2)} + ua(2){Cs + Po(x)}
u'(z) = u(@){Cr+ ¢1(2)} + uy(x){Cs + ¢2()}
mit uy, us aus (1.31) und ¢y 2 absolut stetig, ¢ 2(z9) = 0 dargestellt werden (vgl. (A.11)

und (A.10)). Die beiden komplexen Zahlen C, C5 sind eindeutig bestimmt, und die Rand-
bedingung 148t sich mit ihnen wie folgt ausdriicken:

(1.32)

Cicosa+ Cysina=0  «a€[0,m) (1.33)
oder, fiir die Praxis geeigneter:
W(ur,u)p, + AW (ug,tt)y, =0 (1.34)

mit W(u,v),, = lim p(x)(u(x)v'(z) — o' (z)v(x))

T—T0



Da fiir die Darstellung (1.32) ja nur das Verhalten der Losungen uq, uy in der Nihe von x
von Bedeutung ist, kann man endgiiltig schreiben:

W, u(z))e + A W(n(z — x), u(x))z, = W(1 + A In(x — z9), u())s, =

A

lim [A(u(x) — (x — xo)u'(x) In(z — 20)) — (2 — o)/ (x)] =0 (1.35)

T—x0

Um fiir v = 0 wiederum Bekanntes zu erhalten, wird A=0 gewahlt. Vergleiche auch die
Argumentation beim O(¢)-Anteil. Damit lautet ©(T) nun:

D(T) = {u e L2(-1,1)] ue AC, (—1,1), Tu € L*(—1,1),

Wie man aus (1.31) und (1.32) ersieht, ist die angegebene Randbedingung mit der in
der physikalischen Literatur iiblichen Stetigkeitsforderung an den Randpunkten dquivalent
(vgl. Bemerkung nach Lemma 1.2). Aus der Konstruktion des Operators T ergibt sich
folgender

Satz 1.2 Der Operator T ist auf D(T) selbstadjungiert.

Beweis: Satz A.5 s.e.cC.

Als néchstes ist natiirlich das Spektrum o(T) des Operators von Interesse. Dazu soll die
Resolvente des Operators untersucht werden:

Satz 1.3 Die Resolvente Ry(T) ist ein Integraloperator mit folgendem Kern:

Ry (z,2') = “*I;f(i“uixf) A € p(T) (1.37)

mit r~. = Max(z,2’) x. = Min(z,z’) und
Wus, us) = (1 - 2°)(us (2)u(2) — vy (v)u_(x)) # 0
Fiir uy gilt us,u', € AC.(—1,1), es erfillt die Differentialgleichung
TU+ — )\ui

und uy (u_) erfillt die Randbedingung bei +1(—1) fir m = 0 bzw. ist fir m # 0 in der
Nihe von +1(—1) quadratintegrierbar.

Beweis: Satz A.5 s.e.c.
Bemerkung: Es gilt Ry(z,2') = Ry(2/,2) und R,(.,¢) = Ra(c,.) € L®(=1,1) (c € (—1,1)
konstant)

Wir beweisen nun zwei kleine Lemmata, die wir bendtigen.

Lemma 1.1 Fiir beliebige V € L*(—1,1) gilt:

/1/1 |V (2)Ri(z, 2)|*dr d2’ < oo (1.38)

—-1-1



Beweis: Aus der Darstellung (1.31) und der Tatsache, dafl us in der Nidhe von +1 stetig
ist, und dafl uy bei F1 nicht stetig sein darf (da uy sonst in ®(T) liegen wiirde und damit
Eigenfunktion wére), folgt:

mo (0,1)
lus| < const (1Fx)2 fur z¢€ (~1,0)
const n(l1+x) m=0
] {const(lj::v) 5 m>0 fir =€ (=1,1)

Daraus folgt weiter durch Quadrieren:

lus|*> < const (1Fx)™ fir z¢€

< { A g fr re(LY
Es ist nun

[ WVE@RA@ <o mit i) =l @)? [ u @)

[ W@PR@r < oo mit fole) = fu- (@) [ (o)

zu zeigen. Da fi 4 in (—1,1) stetig sind, geniigt es, das Verhalten an den Randpunkten zu
untersuchen:

m [T I*(1—2") ., m=0

fi(x) < const (1 —x) [1 (1— ) dx >0
< const z e (0,1)

In*(1—z) [® rma s m=0

fi(z) < const (1— ) /_1(1 — 2 Y"dx ms 0
< const x € (—1,0)

f1 ist also beschréinkt und daher gilt |[V|?f; € L'(—1,1). Analog zeigt man |V|?f, €
LY(—1,1). s.e.c.

Lemma 1.2 Alle Funktionen f € ©(T) lassen sich stetig auf die Randpunkte fortsetzen.

Beweis: Sei f € D(T), dann existiert ein g € L*(—1,1) mit

1

f@) =us@) [ u(@gla)de' +u (@) [ (@)gla) do’

—1 x

T



Wir zeigen, dafl beide Summanden in der Ndhe von 1 beschréankt sind. Ein Blick auf (1.32)
zeigt, daf es geniigt den Fall m > 0 zu betrachten. Denn zusammen mit Gleichung (1.31)
folgt damit die Behauptung fiir m = 0, 1.

us@) [ u(@g(a)da'| < const (1= a)™2 [ (1= o) g(a")| do
const/ x| dz’

const

u(a) [ g | < const (1 =) [C(1— ) Plg(a!) da

< const [ |g(z")|da’

< const

Analog zeigt man, dafl f(z) bei —1 beschrinkt ist. s.e.c.

Bemerkung: Der Definitonsbereich von T kann also auch wie folgt charakterisiert werden:
D(T) = {u € L?(—1,1)|u € AC(—1,1), u' € ACjpe(—1,1), Tu € L*(—1,1)} (1.39)
Wir konnen nun zwei Sétze beweisen:

Satz 1.4 Die Resolvente des Operators Ry(T) ist ein Hilbert-Schmidt-Operator

Beweis: Man wéahle in Lemma 1.1 V = 1. s.e.cC.

Also kann man festhalten:

Korollar 1.4 Es folgt insbesondere, daf$ die Resolvente kompakt ist, das Spektrum rein
diskret und die Eigenfunktionen vollstindig.

o(T) = 04is.(T) (1.40)
Das Spektrum ist einfach.

Satz 1.5 Sei V € L2(—1,1) reellwertig, dann ist V relativkompakt beziiglich T. Der Ope-
rator

T+V (1.41)
ist auf D(T) selbstadjungiert und fir das wesentliche Spektrum gilt:

Oess(T) = Oess(T + V) (1.42)

Das Spektrum ist also weiterhin rein diskret und einfach.



Beweis: Wegen Lemma 1.2 gilt ©(T) C ©(V), der Rest folgt dann aus Lemma 1.1, [RS]
Satz XIII.14 und den darauffolgenden Korollaren 1 und 2. s.e.c.

Nun stellt sich die Frage, inwieweit diese Ergebnisse fiir nichtreelles +? giiltig bleiben. Dazu
wird 72 in Real- und Imaginirteil zerlegt, und der Imaginérteil als Stérung betrachtet:

T = T+iM (1.43)
uw—ilm(y*)(1 — 2?)u  (1.44)

Fu = (- Y~ Re()(1 - ) ut

A

Da M beschrénkt ist (||[M|| = 1), kann D(T) = D(T) gewihlt werden, und es folgt so-
fort, dafli T abgeschlossen ist, und der adjungierte Operator durch T* = T — iM mit

~

D(T*) = D(T) gegeben ist [WD] Satz 5.5 und Satz 4.20c. Man kann weiter schlieBen, daf
die Resolvente kompakt bleibt:

Satz 1.6 Die Resolvente von T ist ebenfalls ein Hilbert—Schmidt—Operator.
Beweis: Aus der zweiten Resolventengleichung ([WD] Satz 5.13 ¢) folgt
RA(T+iM) = Ry(T)[1 —iMRA\(T +1iM)] (1.45)

Da die Menge der Hilbert—Schmidt—Operatoren ein zweiseitiges Ideal (beziiglich der be-
schrankten Operatoren) bildet und M beschrénkt ist, folgt die Behauptung. s.e.c.

Aus der Darstellung (1.45) ersieht man auch, da§ die Voraussetzungen von [GK] Satz 8.1
erfiillt sind:

Satz 1.7 Die verallgemeinerten Eigenfunktionen des Operators T sind vollstindig.
Als verallgemeinerte Eigenfunktion zum Eigenwert A bezeichnet man dabei Funktionen,
die )

(T—XN"u=0 neN

erfiilllen. Nun werde der Operator noch auf Liouvillesche Normalform transformiert (vgl.
[DS] S 1504, [KM] Absch. 3.9). Dazu fithren wir unitare Operatoren U ein:

U:L2(-1,1) — L2(0,7)

1.46
u(w) = J0) = (U)) = T - 20) u(e(9)) Ao
mit it
ﬁ(x):g—k/o — = arccos(—z) = = —cosV
also
f(¥) = Vsind u(— cosv)
~ -1 d? 1 2 32 ° - i
7=UrU =—ggp g7 sin U+ 70 (1.47)

Die Randbedingung (1.35) geht iiber in

lim Vsind(f'(9) /) )=0

¥—0,m 2 sin 19




Man beachte, daf die charakteristischen Exponenten von (1.47) durch p; 5 = %j:m gegeben
sind. Somit haben wir fiir T:
T:9(T) — L*0,7)

. 2_1 1.48
f = Tf:rf:—f”—(i—k’stinQﬁ‘—m 4 ( )

sin? ¢ )f

D(T) = {f € L*(0,m)] [feACL(0,7), 7f € L*(0, 7),

limy_o - Vsind(f'(9) — 42%) =0 (1.49)
fir m = 0}

Nun fehlen noch die Eigenfunktionen und Eigenwerte. Die Darstellung folgt [MX] und [MF],
die Bezeichnungen stimmen im wesentlichen mit [MF] iiberein. Aus der Kompaktheit der
Resolvente (Satz 1.4) folgt sofort, daff die Eigenwerte abzidhlbar sind und keinen endlichen
Héufungspunkt besitzen. Sie werden mit A (7) bezeichnet und kénnen nach Potenzen von
~? entwickelt werden:!

R =

¥ +0(v")
(1.50)

n=mm-+1lm+2,...

Fiir weitere Glieder sei auf [MX] S 240 Gl. (10) verwiesen. Die dazugehorigen Eigenfunk-
tionen werden wie folgt bezeichnet:

Sp(vx) 5,10, 2) = P (x) (1.51)

(P"(x) bezeichnet die zugeordneten Legendrepolynome.) Sie sind mit n — m gerade bzw.
ungerade

n

und S (7, x) besitzt genau n — m Nullstellen. Es erweist sich als zweckméfig, sie nach
zugeordneten Legendrepolynomen zu entwickeln:

3 doe(7y, m, n) Pl op() n —m gerade
S () =4 &

> (1.53)
ezo d2£+1(% m, n)P,,TJrMH(.ZE) n — m ungerade

Fiir die Entwicklungskoeffizienten findet man durch Einsetzen von (1.53) in die Differenti-
algleichung folgende Rekursionsrelation:?

00— 1)y? (0 +2m + 1) (£ + 2m + 2)~?
(20+2m —1)(20+2m —3) > (20 + 2m + 3)(20 + 2m + 5)

20+m)(l+m+1)—m?+2
E2£+2)n(z+3)(2£+)2m—1) V- (CEm)(Ctmt )+ Ade =0 (154)

(+2 —

Man beachte, daf der Unterschied zwischen A7 (v) bei [MF] und hier 72 betriigt!
2Man beachte, dafl zwar die Rekursionsrelation nicht, die d;(v, m,n) dennoch mit [MF] iibereinstimmen!
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Daraus ersieht man das asymptotische Verhalten der Koeffizienten:

dy v\ £2
— = 1.55
dy_s (26) ( )
Fiir uns ist natiirlich nur der negative Exponent von Interesse. Wéhlt man fiir A = \7*(7),
so erhilt man d,(y,m,n), die wie folgt normiert werden:?

>, (2 + 2m)! (n+m)!

Zz(:) Td%(% m,n) = (n—m) n —m gerade
> 2€+2m+ 1! (n+m)! (1.56)
Z dopy1(y,m,n) = (= m) n — m ungerade

Die Funktionen S (v, z) kénnen auch nach Potenzen von v? entwickelt werden (vgl. [MX]
[MF]).

Satz 1.8 Die Sphdroidfunktionen S™(v,z) bilden fiir jedes m € Ny und jedes v* € R ein
vollstindiges Orthogonalsystem. Es gilt also fiir beliebige Funktionen f(z) € L*(—1,1):

)= 3 ) [ srenone (157)
[ S )83, )€ = A () (158)

-1

Beweis: Der Satz ist eine direkte Folgerung aus der Selbstadjungiertheit (Satz 1.2) und
Korollar 1.4. s.e.c.

Eine zweite (linear unabhéngige) Losung erhdlt man, wenn die P*(x) durch zugeordnete
Legendrefunktionen zweiter Art Q7' (x) ersetzt werden. Ist m negativ, so wird

Sp'(v, ) = S, (7, ) (1.59)

festgelegt.

1.4 TUntersuchung des J({)—Anteils

Es soll nun der letzte Operator (Gl. (1.12)), der dem Radialteil des kugelsymmetrischen
Falls entspricht, untersucht werden:

T D(T) € L2((1,00); a2(a? — 1)) — L2((1,00): a(a® — 1))
u — Tu=rTu (1.60)
1 9 I m? 2

3Man beachte, daf8 diese Normierung in der Literatur alles andere als einheitlich ist!
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Wir fiithren zunéachst die Transformation auf Liouvillesche Normalform durch. Dazu fithren
wir wieder unitdare Operatoren U ein:

U: L*((1,00);a*(z* — 1)) — L2*(0,00)

u() —  fly) = (Uu)(y) = /22(y) — Tu(z(y)) (1.62)
mit i
y(x):a/lw;:idt:am—a = x:%-}-l
also
o) = V2D 0y
Fouruto -4 A , m*—1 (1.6

dy* ~ yly+2a) vy +2a)®
Man beachte, daB fiir @ = 0 Gleichung (1.63) in den Radialteil der freien Schrédingerglei-
chung iibergeht. Der Differentialausdruck 7 besitzt zwei singuldre Punkte bei y = 0 und

y = o0o. Es stellt sich daher wieder die Frage nach geeigneten Randbedingungen. Anwen-
dung des Kriteriums (1.23) am Punkt y = 0 ergibt:

A , m*—1

+a
y(y + 2a) Y2 (y + 2a)?

ky)=1, ply)=1, qly) =

m?—1

c=0,n=2p=1, qo= 1 = m?<?2
Also gilt:
m=0,1 : Grenzkreisfall
m<v2 = { m > 1 : Grenzpunktfall m € Ny

Fiir m = 0,1 ist bei yg = 0 eine zusétzliche Randbedingung notwendig. Es wird wiederum
das Verhalten der Losungen von
Ff=Kf (1.64)

in der Ndhe des Punktes yo = 0 untersucht. Die Gleichung fiir die charakteristischen
Exponenten lautet:
1—m? 1£+m

1 P21 9 ( )

pr—p+bo=p"—p+
mit by = lim > (k* — g(y)) = 5
y;}
Es gilt ps — p1 = m € Ny, daher gibt es ein Fundamentalsystem der Form (1.31):

fily) = yITm™ES ¢yt
(=0 (1.66)

foly) = y*=m/ Qide y* + ¢ fi(y) In(y)
£=0

12



Die Randbedingung wird analog zur Vorgangsweise beim S(n)—Anteil gewéhlt. Und zwar
so, daB u(y/a+1) = a f(y)/\/y(y + 2a) stetig ist (vgl. Argumentation beim O(p)—Anteil).

1
m=0: W(f,flo=0 = lim—(f—2yf)=0
0 OV (1.67)

Die Randbedingung fiir m = 1 kann durch f(0) = lim, .o f(y) = 0 ersetzt werden (vgl.
1.32). Es verbleibt, den Endpunkt y = oo zu untersuchen. Wir schreiben die Gleichung
(1.64) in der folgenden Form:

'+ (K =q)f=0

Da q(y) € LY(1,00) gilt, kann daraus fiir & # 0 das asymptotische Verhalten der Lsung
abgelesen werden:

Satz 1.9 Fir k # 0 gibt es zwei linear unabhdngige Lisungen der Gleichung (1.64) mit
folgendem asymptotische Verhalten:

fely) =eFRY(140(1))  firy — oo (1.68)

Beweis: fi2 und f4 _ kdnnen natiirlich nicht linear unabhéngig sein, es muf} also jedes Paar
als Linearkombination des anderen darstellbar sein.

Das folgt aus [NE] Satz 22.7, da die Gleichung p? — k? = 0 fiir k* # 0 zwei Losungen p; o
mit verschiedenen Realteilen Re(p;) # Re(ps) besitzt und g € L'(1,00) liegt. (Vergleiche
auch [KM] [CH].) s.e.c.

Fiir k # 0 liegt also hochstens eine Losung in L?(1, 00), und es liegt fiir y = oo immer der
Grenzpunktfall vor (dies folgt auch aus [DS] Teil 2 Satz XIII1 6.16 da g(y) beschrankt ist). Es
kann fiir £ > 0 also auch keine Eigenwerte geben. Wir konnen somit den Definitionsbereich
fiir T vollsténdig angeben:
D(T) = {f € L*(0,00)| [ € AC},(0,00), 7f € L*(0,00);
lim,_o(f — 2y f")/\/y = 0 fiir m = 0; (1.69)
lim, o f(y) =0 fiir m = 1}

Es kann wiederum folgender Satz formuliert werden:
Satz 1.10 Der Operator T ist auf ®(T) selbstadjungiert.

Beweis: Satz A.5 s.e.cC.

Als néchstes ist natiirlich das Spektrum von Interesse. Aufgrund der Form von ¢(y) ist
zu erwarten, dafl der Operator T durchaus Eigenwerte besitzt. Diese sind fiir uns aber
nicht von Interesse, da A eigentlich von k? abhingt. Wir beschriinken uns daher auf das
wesentliche Spektrum und hoffen, dafi es von A\ unabhéngig ist.

1f(x) = o(g9(z)) & limg—z, | f(z)/g(x)] = 0 ... Landausymbol
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Satz 1.11 Fiir das wesentliche Spektrum des Operators T gilt:
Oess(T) = [0, 00) 04c(T) = [0, 00) ose(T) =10 (1.70)
Das Spektrum ist in R\{0} einfach (insgesamt hichstens zweifach).

Beweis: Wir zerlegen (0,00) = (0,¢) U (¢,00) mit 0 < ¢ < oo, schrianken den Operator T
auf (0, c) bzw. (¢, 00) ein und bezeichnen ihn mit T_ bzw. T,. Der Randpunkt ¢ ist sicher
regulér. Es gilt nun o.45(T) = 0ess(T_) U 0ess(T4) unabhéingig von den Randbedingungen
bei ¢ (Satz A.7). Aus

lim ¢(y) =0

Yy—oo

und [DS] Teil 2,XII1.7 Satz 16 folgt o.s5(T4) = [0,00). Aus Satz 1.13 folgt oess(T-) = 0.
Insgesamt erhalten wir also:
Tess(T) = [0, 00)

Da ¢q € L'(¢,0), und jede Lésung von (1.64) nur endlich viele Nullstellen in (0, ¢) besitzen
kann (reelle charakteristische Exponenten), folgt aus [wd] Satz 5.1, dafi das Spektrum in
(0, 00) einfach und absolut stetig ist:

04c(T) C (0, 00)
Da 0,.(T) abgeschlossen ist, und o,.(T) C 0.ss(T) gilt, folgt weiter:
04e(T) = [0, 00)

Wegen 0,.(T) C 0es5(T) und der Einfachheit des Spektrums in (0, 00) muf o,.(T) C {0}
sein. Wire 0,.(T) = {0}, dann hétte Ts. = T|g,. bei 0 einen Eigenwert im Widerspruch
zur Stetigkeit:

0se(T) =1
Damit sind alle Behauptungen bewiesen. s.e.cC.

Befriedigende Aussagen iiber das Punktspektrum kénnen nur unter Beriicksichtigung von
A = A(v) gemacht werden. Wir betrachten dazu die urspriingliche Gleichung in der ge-
samten komplexen Ebene:

d d m?

72_17_ m _22_1
=) I = N) = - D

JJ=0 zeC (1.71)

Fiir k% > 0 gibt es nach dem vorigen Satz keine Eigenwerte. Sei nun k* < 0 und J(z) Z 0
eine bei z = 1 stetige Losung der obigen Gleichung. Da die Eigenwerte A" () gerade so
definiert sind, dafl die bei z = 1 stetige Losung auch bei z = —1 stetig ist, folgt die Stetigkeit
von J(z) bei z = —1. Da (1.71) nicht vom Vorzeichen von z abhéngt, ist J(—z) wieder eine
bei z = +1 stetige Losung. Da es aber (bis auf ein Vielfaches) nur eine solche Losung geben
kann, folgt J(—z) = +J(2). Aus Satz 1.9 und Gleichung (1.62) folgt, dafl sich jede Losung
von (1.71) asymptotisch fiir |z] — oo wie (Aexp(ikaz) + Bexp(—ikaz))/v/z% — 1 verhélt
(A, B € C). Fiir J(z) folgt sofort A = £B # 0. J(z) kann also nicht quadratintegrabel sein,
und es gibt keine Eigenfunktionen fiir k% < 0. Fiir k* = 0 ist v = 0 und \""(v) = n(n + 1)
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und die Gleichung stimmt mit der Legendregleichung iiberein. Die bei z = 1 stetige Losung
der Legendregleichung ist aber eine Polynom und daher sicher nicht quadratintegrabel.
Wir wollen nun die Losungen der Gleichung

Ff=kf (1.72)
untersuchen. Wir bezeichnen jene Losung, die bei y = 0 die Randbedingung erfiillt, mit:

jex' (k,y) (1.73)

Sie kann fiir &% € R reell gewiihlt werden (da jei*(k,y) ebenfalls die Randbedingung erfiillt,
also linear abhéngig ist!). Insbesondere kénnen wir sie fiir & € R\{0} so normieren, dafl
fiir y — oo gilt (Beachte Satz 1.9):

jex(k,y) — cos(ky — 0(\, k)) fir y — oo (1.74)

Eine zweite Losung bezeichnen wir mit:
ney' (k,y) (1.75)

und wéahlen sie so, daf fiir y — oo gilt:
ney'(k,y) — sin(ky — (N, k)) fir y — oo (1.76)

Ihre Wronski-Determinante ist wegen (A.6) konstant und kann aus dem asymptotischen
Verhalten ablesen werden:

jex'(k y)nex (k,y)" — jex' (k, y)'nex (k,y) = k (1.77)
Weiters definieren wir noch eine dritte Losung:
hex'(k,y) = jex'(k,y) +ineX (k. y) (1.78)
mit
hey'(k,y) — exp(iky —id(\, k)) fiir y — oo (1.79)

Die Funktionen sind dabei bis auf das Vorzeichen eindeutig festgelegt. Ist £ € C\R, so
ist diese Vorgansweise nicht mehr moglich. Wir bezeichnen jene Losung, die bei y = 0 die
Randbedingung erfiillt weiter mit je*(k,y) und legen hel*(k,y) durch ihr asymptotisches
Verhalten (1.79) fest (fiir &% # 0). Sind beide linear unabhingig, so fordern wir:

jex (k,y)hey (k,y) — jex (k,y) heX' (k,y) = ik (1.80)

In diesem Fall sind beide Funktionen wieder bis auf das Vorzeichen eindeutig festgelegt.
Wihlt man fiir A speziell die Werte A", so erhélt man die radialen , Eigenfunktionen®. Sie
werden mit

jen (k,y) ney (k, y) (1.81)
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bezeichnet, und man kann zeigen [MF]|, daf fiir ihr asymptotisches Verhalten gilt:

jen(k,y) — cos (l{:y—g(n+1)+7> fiir y — oo

(1.82)
nep(k,y) — sin (ky - g(n +1)+ ’y) fir y — oo

Unter Verwendung von Zusammenhéngen zwischen zugeordneten Legendre- und sphéri-
schen Besselfunktionen kann die Reihe (1.53) umgeformt werden [MF]:

m+1

Cm L (n4+m)! (y? + 2ay) 2
je"(k’w_k(n—m)! (y+a)m

S (v, m 1) oo (Ky + ) n —m gerade (1.83)
=0

ST g 1 (v, my n) jargmer (ky + ) n— m ungerade

=0
wobei j,(x) die sphérische Besselfunktion I-ter Ordnung bezeichnet. Ersetzt man j,(z)
durch ny(z) (sphérische Neumannfunktion), so erhélt man eine Reihe fir nel’(k,x), die
jedoch nur als asymptotische Reihe zu verstehen ist. Eine Entwicklung nach Potenzen von
72 ist wiederum méglich [MF]. Zum Schluff kann analog zu Satz 1.3 die Resolvente des

Operators T angegeben werden:
Satz 1.12 Die Resolvente Ry (T) ist ein Integraloperator mit folgendem Kern:

i
k
mit y~ = Max(y,y') y< = Min(y,y').

Ri(y,y) = —jeX (k,ys) hel'(k,y<) ke p(T) (1.84)

Beweis: Satz A.5 s.e.cC.

Bemerkung: Es gilt Ri.(y,v) = Re(v',y) und Ri(.,¢) = Ri(c,.) € L1(0,00) N L>2(0, 00)
(c € (0,00) konstant).
Wir beweisen nun wieder zwei kleine Lemmata, die wir benttigen.

Lemma 1.3 Fir beliebige V' mit Min(1, \/y)V (y) € L*(0, 00) gilt:

//|V(y)Rk(y,y’)l2dydy’ < o0 (1.85)

Beweis: Aus Gleichung (1.66) und Satz 1.9 folgt:

ljex(k,y)| < const y(1+m)/2 fir y € (0,1)

ljex(k,y)| < const e™®y fiir y € (0, 00)
m const Jylny m =20 .

|hel (k,y)| < const ;J/(l_m)/Q >0 fiir y € (0, 00)

\he(k,y)| < const e~k fur y € (1, 00)
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Daraus folgt weiter durch Quadrieren:

l7eT (k,y)|? < const y*™™ fir y € (0,1)

liem (k,y)|* < const ezlm(k);’ fir y € (0,0)
m 9 constyln®y m =20

|heX (K, y)|* < const y ™ m > 0 fir y € (0, 00)

|he (k,y)]* < const e=mk)y fir y € (1, 00)

Es ist nun
00 Y - m
L WAy <o mit fily) = he k)l [ lies (k) Py

LT WVOP ARG <o mit foly) = ieg (k) [ ek (kv Pdy

zu zeigen. Da fi 5 in (0, 00) stetig sind, gentigt es, das Verhalten an den Randpunkten zu
untersuchen:

2
yIn“(1 —y) /y N+m g 1 m =10
fily) < const yiom i y dy "
< consty y e (0,1)
y /
fily) < const e_QIm(k)y/ eHm®)Y’ g/
0
< const y € (1,00)
Es gilt also |[V|2f; € L'(0, 00). Analog zeigt man |V|?f, € L1(0, c0). o

Lemma 1.4 Alle Funktionen f € ©(T) lassen sich stetig auf die Randpunkte fortsetzen.
Fiiry — 0 gilt f(y) = O(\/y)°

Beweis: Sei f € D(T), dann existiert ein g € L2(0, 00) mit
Y s m > m o m
F(w) = hef (k) [ 365 (ky)aw') dy' + 35 (ko) |~ heg (h.)glo)) dof
Wir zeigen zuerst, daf§ beide Summanden in der Ndhe von 0 unsere Bedingung erfiillen

Ein Blick auf Gleichung (1.32) zeigt, dafl es geniigt den Fall m > 1 zu betrachten. Denn
zusammen mit Gleichung (1.66) folgt damit die Behauptung fiir m = 0, 1.

Y ooom —m v m
\heT(k,y)/O jev(k,y)a(y) dy'| < const y )/2/0 y' T2 ()| dy’

Y
< consty [ lg(y)] dy y€(0,1)
0

Sf(z) = O(g(z)) & limg_y, | f(2)/g(z)| = const ...Landausymbol
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1
helt(k,y)g(y) dy'| < const yOTm2( / y Ry dy'
Yy

+ /1 e 2 |g(y)| dy)
< consty y € (0,1)

e k) [

Y

Fiir den Endpunkt co gilt:

"=(q—k)f—geL’l,00)
Aus [WD] Satz 6.27 folgt damit: lim, ., f(y) = 0. s.e.c.
Wir konnen nun zwei Satze beweisen:

Satz 1.13 Jede (selbstadjungierte) Finschrinkung T_ von T auf ein endliches Intervall
(0,¢) (mit ¢ > 0) fihrt zu einer Hilbert-Schmidi-Resolvente und zu einem rein diskreten
(einfachen) Spektrum o(T_) = 04s.(T-) (unabhingig von den Randbedingungen bei c).

Beweis: Man wihle in Lemma 1.3 V = 1 und iibernehme die Abschétzung fiir den Rand-
punkt 0. Der Randpunkt c ist reguldr und bereitet daher keine Schwierigkeiten. hel'(k,y)
ist natiirlich durch eine Linearkombination von jey' und hey' zu ersetzen, die die Randbe-
dingung bei c erfiillt. s.e.cC.

Satz 1.14 Sei V' reellwertig mit Min(1, \/y)V (y) € L*(0,00), dann ist V relativkompakt
beziiglich T. Der Operator
T+V (1.86)

ist auf ©(T) selbstadjungiert und fir das wesentliche Spektrum gilt:
Geaa(T + V) = 7,us(T) = [0, 0) (L87)
Liegt V' noch zusitzlich in L*(0,00), so gilt:
0ae(TH+V)=1[0,00) 0 (T+V)=0 (1.88)
Das Spektrum ist in R\{0} einfach.

Beweis: Wegen Lemma 1.4 gilt ©(T) C ©(V) und wegen Lemma 1.3 ist V relativkompakt.
Die Aussage iiber das wesentliche Spektrum folgt dann aus Lemma 1.3, [RS| Satz XII1.14
und den darauffolgenden Korollaren 1 und 2, der Rest aus [wd] Satz 5.1. s.e.c.

18



Abschnitt 2

Delta—Wechselwirkung in
sphiroidalen Koordinaten

2.1 Zerlegung des Raumes L*(R’)

Der geeignete Hilbertraum fiir sphiroidale Koordinaten ist wegen Gleichung (1.4) durch
M =L0¢ ") Q= (1,00) x (~1,1) x (0,27) (2.1)

gegeben. Wir fithren zunéchst den Ubergang von kartesischen auf sphéroidale Koordinaten
mit Hilfe einer unitaren Transformation U durch:

U: L*RY — o
U(z,y,2) — U(En @) = UD)Enp) = (2.2)
W(ay/(€2 — 1)(1 — 12) cos p, ay/ (€2 — 1)(1 — 72) sin g, an)

Weiters fithren wir den Hilbertraum

92 =L (%€ - 1) (2.3)
ein und halten fest, dafl wegen

V(€ me)eN: 0<€-1<8 =

LR =D < [ 172 = n?)do

mit dw = d€ dndp
aus f € $H; auch f € 9, folgt:
$H1C H (2.4)

Die Umkehrung gilt offenbar nicht — betrachte f = exp(—¢£)/v/&? —1 ! Der Raum ), ist
isomorph zum Tensorprodukt (vgl. z.B. [PR] Satz II 6.9)

9y~ L2((1,00);6% — 1) @ L*(—1,1) ® L*(0, 2n) (2.5)
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der Teilrdume des J(§),S(n) und ©(p)-Anteils. Und da die Funktionen exp(im¢) und
S™(~,n) vollstéindige Orthogonalsysteme fiir L?(0, 27) und L*(—1, 1) bilden, ist

1 .
VS (v,m, @) = Sy, neNy,meZm<n (2.6)

B V2rAm

ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir L?(—1,1) ® L*(0,27) (vel. [PR] Satz II 6.11).
Es kann somit jedes Element aus $); — also insbesondere jedes Element aus $; — in der
folgenden Form geschrieben werden:

FEme) =3 > fam@YSI(v.n90) 7 €R (2.7)
n=0m=-n
mit geeigneten Funktionen f, () € L2((1,00);&* — 1).
Anmerkung: Bei der Verwendung der Notation des Buches [MF] wére als Gewichtsfunktion
€% anstelle von €2 —1 aufgetreten, und es wiirde der oben angegebene Zusammenhang nicht
mehr gelten (betrachte f = 1/(£? — n?))! Es ist also nicht mehr gewéhrleistet, daf§ $s
geniigend Funktionen enthélt.

2.2 Einfiihrung der )—Wechselwirkung

Es soll nun eine d—Wechselwirkung mit Hilfe von selbstadjungierten Fortsetzungen ein-
gefiihrt werden. Dazu sei zundchst der Operator des Radialteils (genauer gesagt dessen
Liouvillesche Normalform) noch einmal angegeben:

T:D(T) — L20,00)

f = Tf=1f (2.8)
D(T) = {f € L*(0,00)| [ € AC),(0,00), 7f € L*(0,00);
lim,_o(f —2yf")/\/y = 0 fiir m = 0; (2.9)
lim, .o f(y) =0 fiir m = 1}
d? A , m?—1
=_ 4 PR - 2.10
T Ta? T ylyr20) " Ay 20)2 (210)
Wir wollen nun die selbstadjungierten Fortsetzungen des Operators
T:9(T) — L2(0,00)
foo Tf—rf (2.11)
mit Definitionsbereich
D(T)={f eD(TD)|f(d) =0}  mitd>0 (2.12)

aufsuchen. Dazu miissen wir zuerst den adjungierten Operator berechnen. Es miissen also
alle f gefunden werden, fiir die ein i € L2(0, 00) existiert, so daf:

/TTg dy = /Eg dy Vg € @(T) (2.13)
0 0
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Beschranken wir uns zunéichst auf Funktionen g € CD(T) mit g(y) = 0 fiir y < d, so folgt,
dafl die Einschrédnkung von f auf (d, co) im Definitionsbereich des zu
T, :9(Ty) — L*d, )
Joo Tyf=rf

D(T+) = {f € L*(d,0)|f € ACj,(d, 00);7f € L*(d, 00); f(d) = f'(d) =0} (2.15)

loc

(2.14)

adjungierten Operators liegt. Dieser ist wegen [WD] Satz 8.22, Hilfssatz 8.28 (vgl. auch
Satz 8.25) und Satz 5.3 ¢ durch

T f=71f (2.16)

D(T%) = {f € L*(d,0)|f € AC},.(d, 00); 7f € L*(d, 00)} (2.17)

loc

gegeben. Eine &hnliche Rechnung mit g(y) = 0 fiir y > d liefert dann insgesamt:

D(T) € {f € 1L2(0,00)| f € AC},((0,00)\{d}); 7f € L*(0, 00);
lim, o(f —2yf")/\/y = 0 fiir m = 0; (2.18)
lim, o f(y) = 0 fiir m = 1}
mit (7f)(y) = (7f)(y) firy # d
Sei nun f € D(T*):

[e%) d [e%)
/779 dy = W(f,9)a+ + /ﬁg dy —W(f,9)a- + /ﬁg dy
0 0 d

— J@J@) — [+ [Flgdy  VgeD(D)  (219)

Einsetzen in Gleichung (2.13) liefert:

JGET=R)gdy = g (@)(F{d+) = [(d-)) (2:20)

Da dies insbesondere fiir Funktionen g € ®(T) mit ¢/(d) = 0 gelten muB (und diese dicht
liegen), folgt h = 7f. Und das wiederum ergibt:

fld+) = f(d=) = f(d) (2.21)
Der adjungierte Operator T* zu T ist also durch

D(T*) = {f € L*(0,00)| f € ACi0c(0, 00);
f" € ACuoe((0,00)\{d}); 7f € L*(0, 00);

lim,_o(f — 2y f")/\/y = 0 fiir m = 0; (2:22)
lim, . f(y) = 0 fir m = 1}
Tf=#f (2.23)
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gegeben. Wir bendtigen noch den Abschlu von T und berechnen daher T** ([WD] Satz
5.3b). Es gilt ©(T*) ¢ ®(T) (T c T* = T* ¢ T* = T). Es miissen also alle f € ©(T)
gefunden werden, fiir die ein h € L?(0, c0) existiert, so daf:

/ffg dy = /Eg dy Vg € @(T*) (2.24)
0 0

Es gilt nun

0 d [e%)
/ frgdy = / F(=g"+qg)dy + / f(=4" +q9)dy
0 0 d

= T(@(g'(d-) ~ g'(d+) + [ FTgdy (2:25)
insgesamt folgt also:
JGT=R)gdy = F(d)(g'(d+) - g'(d-)) (2.26)

Wiéhlt man g € ©(T), so folgt analog wie zuvor h = 7f und f(d) = 0. Also gilt:
T =T (2.27)
Um die Defektindizes zu erhalten, mufl die Gleichung
Ry, = K*Ry, mit R, € D(T*) und Im(k?) # 0 (2.28)

untersucht werden, also alle Funktionen Ry € ﬁ(T* — k?) gefunden werden. Die Losungen

lauten: (k. d)jer (k)

1| hel(k,d)jey (k,y y<d

Ri(y,d) = —S . 2.29

Wy d) = { jex (k, d)heX(k,y)  d<y (2:29)

Dabei wurde k = V&2 iiber arg(k) € [0, 7) festgelegt, und Ry (y,d) so normiert, daB der

Sprung in der Ableitung genau —1 betrigt (Beachte Gl. (1.80)). Ein Vergleich mit (1.84)

rechtfertigt die Bezeichnung. Die Defektindizes lauten (1,1), sind also gleich. Eine selbst-
adjungierte Fortsetzung ist moglich. R

Aus [WD] Satz 8.12 folgt, daf§ alle selbstadjungierten Erweiterungen Ty von T durch die

Angabe eines unitdren Operators

Up: £{R.}— £{R_} (2.30)

mit Ry(y) = Ryz(y, d)
charakterisiert werden konnen. Wegen [|[Ry| = ||R-|| (Beachte Ry (y) = R_(y)) sind alle
unitdren Operatoren durch

Up: &{R.} — £{R_}

Ry — Ug(cR;) =e%R_ (2.31)
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mit ¢ € C und 0 € (—7, 7
gegeben. Kinsetzen in Satz 8.12 liefert dann endgiiltig:

To(f +cRy +ceR.) =7f +icR, —ice’R_ (2.32)

D(Ty) = {f + Ry +ce’R_|f € D(T),c e C} (2.33)

Wir kénnen sie auch mit Hilfe von Randbedingungen beschreiben:

(f + Ry +ceR)Y (d+) — (f + cRy +ce?R_) (d—) = —c(1 + )

1 +ei€ .
— “RL(d) R (d) (cRy 4 ce’R_)(d)
= a(0)(f + cRy + ceR_)(d) (2.34)
mit 9
—|Ry(d)|* cos =
a(6) = Rl ey -1 (2.35)

cos (3 — arg(B4(d))  Re(Ra(d)) + (R, (d)) tan )

Dabei wurde im ersten Schritt Gleichung (1.80) und im letzten f(d) = 0 verwendet. Fiir
die Umformung von o wurde R, (y) = R_(y) # 0 und einige elementare trigonometrische
Formeln verwendet. Ist Ry (d) ¢ R, so durchléuft a ganz R, wenn 6 Werte zwischen —n
und 7 durchlauft. R, (d) € R wiirde aber bedeuten, dafl der Operator T, aus Satz 2.1 mit
a = 1/Ri(d) (der auf jeden Fall symmetrisch ist) eine Eigenfunktion (R(y)) zu einem
komplexen Eigenwert (k% = =+i) hiitte — Widerspruch (Man setze R4 (y) in (2.34) ein.). Alle
selbstadjungierten Erweiterungen Ty konnen also auch mit o € R U {oco} parametrisiert
werden (a(f) ist offensichtlich eine Bijektion von (—m, 7| auf R U {oo}), und wir haben
folgenden

Satz 2.1 Der Operator T, ist auf ©(T,) selbstadjungiert.

Tof =7f (2.36)
D(Ts) ={f € L*(0,00)| f € ACic(0,00) ; f" € ACioe((0, 00)\{d});
Tf€ L2(O7 OO); f,<d+> - f/(d*) = af(d) (2‘37)

limy_o(f —2yf")//y = 0 fiir m = 0;
lim, o f(y) = 0 fiir m = 1}

Der Fall o = 0 entspricht dem urspriinglichen Operator des Radialteils: To=T. Der Fall o #
0 entspricht einer Wechselwirkung, die formal beschrieben wird, indem man in Gleichung
(1.5) Wi = ad(coshp —d/a — 1) und Wy = W3 = 0 setzt.! Der Fall a = oo zerlegt (0, 00)
in die beiden Teilintervalle (0, d) und (d, co):

D(To) = {f € L*(0,00)| f € ACipe(0,00) ; f' € ACi0e((0, 00)\{d});
7 € 12(0, 00 £(d) — 0
lim, _o(f —2yf")/\/y = 0 fiir m = 0;
lim, o f(y) =0 fir m = 1}

(2.38)

L5(x). .. Deltadistribution
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Wir wollen nun noch etwas iiber die Eigenwerte von T, sagen. Ry (y, d) ist genau dann
Eigenfunktion von T,, wenn die Randbedingung bei d (2.34) erfiillt ist. Was auf folgende
Gleichung fiihrt:

1+ aRy(d,d) =0 (2.39)

Um die Eigenwerte unseres Operators im R? zu erhalten, muf also die Gleichung
i
1+ ?jenm(k:, d)hel(k,d) =0 (2.40)

gelost werden.

Satz 2.2 Die Resolvente R ist ein Integraloperator mit folgendem Kern:

R (y.y') = Ri(y.y) — Ri(y, d)Re(d,y) k> € p(Ta)Np(T)  (2.41)

R
1 + OéRk(d, d)

Beweis: Der Operator R ist offensichtlich auf ganz L?(0,00) definiert und beschrinkt
(da Ry diese Eigenschaften besitzt und der zweite Summand endlichdimensional ist). Wir
zeigen zuerst, dafl fiir g € L%(0,00) h, = R{g die Randbedingung erfiillt.

haly) = (Rpg)(y)

o

= /(Rk(y,y’) - WRk(y,d)Rk(d, y’)) gy dy’

0

Wir notieren

1 o0
had:—/R .y gly') dy'
und erhalten damit:
a o0
Wo(dy) — W (d) = ——/R 4.y g(y)) dy'

(Ri(ds, d)' = Ri(d-,d)') = aha(d)

Dabei wurde Ry(d;,d) — Ri(d_,d) = i(jeN'(k,d)heX(k,d) — je¥(k,d)' he (k,d))/k =
1 verwendet (vgl. Gl. (1.80)). Damit ist offensichtlich h, € ®(T,). Nun berechnen wir
(7 — k2)ha:
g2 _ 2 I
((F=#ha)y) = ((r=k)Reg)(y) - TR d
[ Rad, )90 dy (7 = K)Rely, ) = g(y)
0

(Beachte: (7 — k*)Ry(y,d) = 0) Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, da T, — k? eine
Bijektion von D(T,,) auf L?*(0,0) ist, da R(RE) = D(T,) gilt. Alle h, € D(T,) lassen
sich also in der Form

ha = Rig g € L*0, 00)
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schreiben. Daraus folgt:
R{(Ta — k*)ha = R(Ta — k*)RRg = Rig = ha

Also insgesamt:

Ry = (Ta — k)71 k* € p(Ta) N p(T)
Die Behauptung ist damit bewiesen. s.e.c.

Aus dem Beweis folgt unmittelbar:

Korollar 2.2 Jedes h, € ©(T,) laff t sich eindeutig in der Form
ho = Rig g € L*(0,0) (2.42)

schreiben. Weiter gilt:
(7 —k)ha =g (2.43)

Fiir Ry® gilt:

hooly) = (RF9)(y) = / (Rk(y,y’)— Rk(y’d)Rk(d’y,)>g(y/) dy'

m hey (kd g /
heX'(k,y) — ]em(kd eX'(k,y) JJGA (k,y")g(y') dy'+
o d hef? (kd
jex(ky) | (h% (k. y') — kd)) 9y y<d
= (2.44)
Y e
heT(kay)df(JBA(k y') — ]A kd) ex( g(y) dy'+
(e k) — S hex (ko) ) Theg (b y)g)dy' -y = d
Daraus ersieht man deutlich die Entkopplung der beiden Teilintervalle.
Satz 2.3 Fiir das wesentliche Spektrum von T, gilt:
Oess(Ta) = 0ess(T) = [0, 00) (2.45)
04¢(T) = [0, 00) os(T) =10 (2.46)
Das Punktspektrum ist einfach und es gilt:
o,(T) C (—00,0] (2.47)

Beweis: Der erste Teil folgt mit dem Satz von Weyl ([RS] Satz XIII1.14) aus Satz 1.11 und der

Tatsache, dafl die Resolventen sich nur um einen endlichdimensionalen (also kompakten)

Anteil unterscheiden. Sei nun ¢ € C;°(0, 00), p > 1 beliebig und 0 < a < b < 0o, dann gilt:
b

sup |Im<(207R\/a:+ls(T ) >|pdl, < 00
0<z—:<1
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Denn da ¢ aufl erhalb eines kompakten Intervalls [c,d] C (0,00) verschwindet, kann
Ri(y,v) (auf jedem kompakten Teilintervall stetig!) durch eine geeignete (von k abhéngige)
Konstante majorisiert werden. (Ry(y, %) ist dabei fiir alle k¥ mit Re(k?) > 0 iiber Gleichung
(1.84) definiert.) Insbesondere kann also auch eine Konstante, die das fiir alle k? = z+ie mit
(x,€) € [a,b] x [0, 1] bewerkstelligt gefunden werden. Der zweite Teil folgt damit aus [RS]
Satz XII1.20, wenn man D = C{°(0, co) wihlt. Da a, b beliebig sind folgt zunéchst, dal das
Spektrum in (0, 0o) rein absolut stetig ist und daraus dann der Rest der Behauptung. s.e.c.

Satz 2.4 Sei V reellwertig mit Min(1, \/y)V (y) € L*(0,00), dann ist V relativkompakt
beziiglich T,,. Der Operator
To+V (2.48)

ist auf D(T) selbstadjungiert und fiir das wesentliche Spektrum gilt:
Gen(Ta + V) = 000s(T) = [0, 00) (2.49)
Das Punktspektrum ist einfach.
0p(To +V) C (—00,0] (2.50)

Beweis: Vergleiche Satz 1.14 und Gleichung 2.41. s.e.c.

2.3 ¢0—Wechselwirkung als Grenzwert

Ziel dieses Abschnitts ist es, die 0—Wechselwirkung als (Normresolventen—) Grenzwert von
skalierten Potentialen zu erhalten. Wir fithren zunéchst fiir € > 0 einen Skalierungs— und
Verschiebungsoperator S, ein (vgl. [AG]):

S.: L2(0,00) — L?*(0,00
(

1

)
fly) — {‘@ C

d)y y>d (2.51)

£

0 y<d
Es ist leicht zu sehen, dal S. isometrisch ist. Der adjungierte Operator S? ist durch

St : L?(0,00) — L%*0,00)
fly) — Vefley+d)

gegeben. Wir withlen zuniichst eine reellwertige Funktion V' € L'(0, 00) N L%(0, 00) und
definieren:

(2.52)

u(y) =sgn(V(y)/IV(y)|  v(y) =/IV(y) (2.53)

Es gilt: u,v € L?(0,00) und V = uv. Wir berechnen nun den Grenzwert des Operators

T(e): D(T)
f

L2(0, c0)

VS e>0 (2.54)

—
>
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mit V.(y) = ;E(SEV)(?J) = { iv(oad) Z 2 fz

Fiir spéter fiithren wir noch folgende Abkiirzung ein:
a= / y)dy = /OO V(y) dy (2.55)
Aus Satz 1.14 folgt:
Lemma 2.1 T(¢e) ist auf D(T) selbstadjungiert und es gilt:
Tess(T(€)) = 0ess(T) = [0, 00) (2.56)

Es qgilt sogar:
04c(T(g)) = [0, 00) ose(T(e)) =10 (2.57)

Das Spektrum ist in R\{0} einfach.

Wir berechnen zuerst die Resolvente von T(¢). Dazu gehen wir von der zweiten Resolven-
tengleichung ([WD] Satz 5.13 c) aus:

(T+V. -k = Ry —RpVo(T+ V. —kH)!
= Ry — RiVo(T + V. — £*) 'R, 'Ry
= Ry, — RiV.[Ri(T + V. — k)] 'Ry,
= Ry — RiV.(1+RiV.) 'Ry (2.58)

Der zweiten Summand soll nun schrittweise vereinfacht werden:
RV f)y) = Ri(y, y") (Scw) (v') (S-v)(y) f () dy’
0
L oo ' .
= = [ SRely e ) SN W) dy

g Jo
- } |7 Rty + dyul ol dy
"V = T A o) SN dy
= %(Agvsif)(y) (2.59)
Weiter berechnen wir:
(1+ReVo)lg=f (2.60)

o) = F@)+ [ Rl Sa) W) S0 () dy
= )+ [T Ruley DU W)S A 0)
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(1S:9)() = SN+ [ v Reley +doey' + duly)o(y)(S2) () dy

= @SN+ [ B ) dy
- +st85f)(> (2.6

vSEf = (14 B.) 'vSkg (2.63)

Zuletzt berechnen wir:
I{k}l =g

(vSig)(y) = f/ y)Ri(ey +d, ¥ )h(y') dy’
= \/_/ (y') dy'
— VE(C. h)() (2.64)

Und damit insgesamt:

(T(e) — k*) ' =Rp + A(1 +B.)'C. (2.65)
Lemma 2.2 FEs gilt:

Aly,y) =lim Ay, y) = Raly, du(y) (2.66)

Bly,v') = lim B.(y, y/) = v(y)Re(d, dJu(y’) (2.67)

Cly,y') = lim Ce(y, y) = v(y)Re(d, y) (2.68)

Die Konvergenz ist im Sinne der Hilbert—-Schmidt—-Norm gemeint.

Beweis: Aus Lemma 1.3 folgt, daf§ A., B., C. Hilbert—Schmidt—Operatoren sind, da u,v €
L%(0,00) gilt. Dafl auch A, B und C Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, ist offensichtlich.
Da schwache Konvergenz

w—limA, =A w—limB,.=B w—1lmC, =C
el0 el0 €l0

aus dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz ([HE]) folgt (geeignete Majoranten lassen
sich leicht mit den Abschéitzungen aus Lemma 1.3 konstruieren), geniigt es ([SI] Satz 2.21)

lim[[Acllgs = |Alus  lm[|Be|lus = [[Bllus  lm [|Cellus = [|Cllus
€l0 €l0 €l0

zu zeigen. Das folgt aber wieder aus dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz.  s.e.c.

Wir konnen nach dieser Vorarbeit nun den zentralen Satz dieses Abschnitts beweisen:
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Satz 2.5 Sei V € L(0,00) N L%*(0,00), reellwertig und d > 0. Dann strebt T(e) gegen T,
im Normresolventen—Sinn:

n—lim(T(e) — k*)"' =Ry k*e€C\R (2.69)

€l0
mit o
a= / V(y) dy (2.70)
0

Beweis: Wir wissen bereits:

n— liﬂ)l(T(a) — )P =Ry —A(1+B)'C

und miissen nur noch (1 + B)~! berechnen:

1+B)"'f=g fgeL?0,00)

f = g+Bg=g+Ri(d d)v(u,g)
= g+ Ri(d, d)v(u, f) — Re(d, d)*v{u, v){u, g)
= g+Rk<d7 d)v(u, f> _Rk(d7 d)<uvv>(f_g)

Auflésen nach ¢ ergibt:
Rk(d7 d)v(u, f)

= T Ry d) o)
Damit folgt schlief§ lich:
A(1+B)'C)(y,y) = — Ry (y, d)Ry(d, ¢/
Ein Vergleich mit (2.41) beendet den Beweis. s.e.c.

Der Satz besagt anschaulich, dafl die auf einem Rotationsellipsoid konzentrierte Wechsel-
wirkung eine Ndherung fiir ein hohes, nur in einer kleinen Umgebung des Rotationsellipsoi-
des wesentlich von Null verschiedenen Potentials ist. Das Ergebnis ist nicht verwunderlich,
denn es gilt:

tim [ Vo) =lim [ V@)sey+ ddy = [T V@@ =as(@)  (27)

fiir alle auf (0, 0o) stetigen und beschriankten ¢. (Im zweiten Schritt wurde die Beschrankt-
heit von ¢ und der Satz iiber die majorisierte Konvergenz verwendet.). Es gilt also

lim V.(y) £ ad(y — d) (2.72)

€l0

im Distributionen—Sinn. Vergleiche [ST fiir eine einfache Einfilhrung in die Distributionen-
theorie und [ST] Ubungsaufgabe 2.4, wo ein schwiicheres Ergebnis bewiesen wird.
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Abschnitt 3

Hi—Ion in sphiroidalen Koordinaten

3.1 Einfiihrung der Wechselwirkung

Im Anschluff an Abschnitt 1 Gleichung (1.6) wollen wir nun ein quantenmechanisches
Teilchen, das sich im Potential zweier Punktladungen befindet untersuchen. Das Modell
wird durch die Schrodingergleichung (1.1) mit folgendem Potential beschrieben:
oGO -
1 T2
(' 2 sind ein MaS fiir die Stérke der Ladung und r; » bezeichnet den Abstand des Teilchens
von der Ladung. Die Lage der Punktladungen ist dabei als fest angenommen. Thre Wech-
selwirkungsenergie ist deshalb konstant und wird auf 0 normiert. W&hlt man C}, = C5, so
erhilt man ein Modell fiir das Hf ~Ton (vgl. [SW]). Wihlen wir unser (sphéroidales) Koor-
dinatensystem so, dafl die Punktladungen in den Brennpunkten liegen, so ist das Potential
wegen (1.5) und (1.6) durch

a2 (W (n—&-m) + W (7“1 rz))

r1To

V= (3.2)

mit c_ 0
Wi(€) = £ M =——
gegeben. Einsetzen des Produktansatzes (1.8) in die Schrodingergleichung (1.1) liefert die
neuen Separationsgleichungen:

Cy+ C4 (3.3)
. .

d d 2
€ Dl =M =€ =D F g AW = 0 (3.4)
d d 2
1= S R+ =) = 15— aWal)ls = 0 (3.5)
d?
d—gﬂ@+m2@ = 0 (3.6)

Der ©(p)—Anteil bleibt also unveréndert. Der S(n) bleibt ebenfalls unveréndert, falls C; =
(5 ist. Umschreiben zeigt, dafl noch immer drei (verkoppelte) Sturm-Liouville-Probleme
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vorliegen:

d d 2
a2(§21 1) [_dg@z - 1)676 A+ fzm_ 1 +G2W1(§)1 J = KJ §€ (1700) (3-7)
d o d 2 2 m? 2
l_dn( -1 )df—v (1—=n7)+ il WQ(U)]S = A ne(=L1) (33)
d2
_d??@ = m’0 e (0,2r) (3.9)

Wir wollen nun die beiden ersten Gleichungen etwas genauer untersuchen.

3.2 Untersuchung des S(n)—Anteils

Der zu untersuchende Operator lautet:

T:9(T

—
u — Tu=r71u

(3.10)

2
mu=—((1—-2)u) —+*(1—2*)u+ %u—kngu v = (ak)* € R,m* € Ny (3.11)

mit éz = CL(Cl — Cg) € R und

D(T) = {u € L?(=1,1)| ue AC,(-1,1), Tu € L} (—1,1),

Satz 3.1 Der Operator T ist auf ®(T) selbstadjungiert. Sein Spektrum ist rein diskret und
einfach:

o(T) = oaise(T) (3.13)

Die zugehérigen Eigenfunktionen bilden daher ein vollstindiges Orthogonalsystem.

Beweis: Die Behauptungen folgen aus den Sétzen in Abschnitt 1.3, wenn man beachtet,
dafl Cyz eine beschrinkte (also relativkompakte) Storung darstellt. s.e.c.

Die charakteristischen Exponenten bleiben ebenfalls unverandert.

3.3 Untersuchung des J({)—-Anteils

Wir geben gleich die Liouvillesche Normalform an:

T:D(T) — L20,00)

P Tfoof (3.14)
D(T) = {f € L*(0,00)| [ € AC},.(0,00), 7f € L(0, 00);
limyo(f —2yf")/\/y = 0 fiir m = 0; (3.15)

lim, . f(y) = 0 fir m = 1}
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_E A+ Gyta) o, mPod
dy? y(y + 2a) Y2 (y + 2a)?

(3.16)

T =

mit él = (Cl + Cg) e R
Fiir a = 0 erhélt man den Radialteil des Coulombproblems mit einer Punktladung propor-
tional zu C + Cs.

Satz 3.2 Der Operator T ist auf ©(T) selbstadjungiert. Fir das wesentliche Spektrum gilt:
Oess(T) = [0, 00) 04:(T) = [0, 00) 05(T) =0 (3.17)
o,(T) C (—00,0] (3.18)

Das Spektrum ist in R\{0} einfach (insgesamt hichstens zweifach).

Beweis: Es kénnen die Beweise von Abschnitt 1.3 iibernommen werden. ¢ liegt zwar nicht
in L!(1, 00) ist in diesem Bereich aber von beschréinkter Variation, und es treffen weiterhin
die Voraussetzungen von [wd] Satz 5.1 zu. s.e.c.

Die charakteristischen Exponenten bleiben ebenfalls unveréindert, jedoch das Verhalten fiir
y — oo #andert sich, da ¢ (wie bereits erwiihnt) nicht in L'(1, 00) liegt.
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Anhang A

Weyl-Titchmarsh—Theorie

A.1 Grundlagen

Die hier zusammengestellten Eigenschaften von Differentialgleichungen und deren Losun-
gen findet man z.B. in [CL], [IN], [KM], [WA]. Speziell Randwertprobleme im Hilbertraum,
so wie sei hier dargestellt werden, finden sich in [CL], [DS], [JR], [LS], [NE], [WD].

Unser Ziel ist es, das Eigenwertproblem, das mit dem Differentialausdruck

Tf(x) = —ip(l’)if(l’) +q(@)f(x)  f€AC) (A1)

dz dz
verkniipft ist, im Hilbertraum L?(I) zu untersuchen. I sei dabei das offene Intervall I =
(a,b) C R. Wir verlangen:
1. p € ACi(I), p € L (1), p~! € Lis.(I), reellwertig

loc loc

2. q € L2 (1), reellwertig

loc

Ist a endlich und kann der Index ,loc“ bei Einschrinkung auf das Intervall (a,c) (mit
a < ¢ < b) fortgelassen werden, so bezeichnet man den Randpunkt als regulér, ansonsten
als singulédr. Analoges gilt fiir b. Sind beide Randpunkte regulér, so bezeichnen wir den
ganzen Differentialausdruck (A.1) als reguldr. Der maximale Definitionsbereich fir 7 in
L%(I) ist durch

D(r) = {f e L’(I)|f € ACy, (1), 7f € L*(I)} (A.2)
gegeben. Wegen C(I) C D(7) ist D(7) dicht.
Anmerkung: Wenn man f € AC; (I) durch f,pf" € ACy,.(I) ersetzt, geniigt es 1.p~! €
L}..(I), reellwertig und 2. ¢ € L}, (I), reellwertig zu fordern. Die Dichtheit von @D (7) ist

loc
dann aber nicht mehr offensichtlich.

Da wir an selbstadjungierten Operatoren T

(9, Tf) =(Tg, f) Vg, feD(T)=2(T) (A.3)

(g, f) = J2g(t)f(t) dt...Skalarprodukt
interessiert sind, machen wir eine kleine Rechnung. Durch partielle Integration erhélt man
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(a<c<d<b):

[ aendt =W pa-w@. e+ [(EDra fgeACk()  (A4)

[

W(fi, fo)e = (p(flfé - f{fg)) (z)...modifizierte Wronskideterminante
Wahlen wir fiir g, f speziell zwei Losungen u; 2 von

TU=2zu u e AC,.(I) z€C (A.5)
so sehen wir, dafl ihre modifizierte Wronskideterminante konstant ist:
Wy, ug)e = W(uy, ug) = const TUy9 = ZU1 9 (A.6)

Sind wu; o linear unabhéngig, so ist die Konstante ungleich Null. Wéhlen wir in (A.4) f,g €
D (1), so konnen wir nacheinander die Grenziibergénge ¢ — a und d — b durchfiihren:

(9, 7f) =W(G, /o =W(G, [la+ (19, f)  Vfg€D(7) (A7)

W (G, f)ap ist dabei als Grenzwert aufzufassen, dessen Existenz aus der Existenz der Ska-
larprodukte folgt. Wir geben nun noch zwei Ergebnisse aus der Theorie gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen an:

Satz A.1 Sei 7 ein auf I definierter Differentialausdruck und g € L}, .(I). Dann existiert
eine eindeutige Funktion f € AC,.(I) mit:

Tf—2z2f=g zeC (AS)
fl)=a ®f)c)=pB apBeC cel (A.9)

Beweis: (Skizze) Wir schréinken uns zunéchst auf das (regulére) Intervall I = (a,b) mit
a < a < c¢ < b < bein. Die Differentialgleichung (A.1) wird zuerst in ein System erster
Ordnung verwandelt (f; = f, fo = pf’):

f'(z) — A(x)f(z) =g(z) f(c) = ( g ) vel

S 0 p! 0
f — A = —
(ﬁ qg—z 0 8 g
Dieses System wird nun als (Volterra—) Integralgleichung geschrieben:

f-Af=h  (Af)(z) = / AMDF(H) dt h(z) = £(c) + / g (t) dt

Fassen wir A als Integraloperator im Banachraum C(I) x C(I) (Maximumsnorm) auf, so
konnen wir sie durch die Neumannsche Reihe eindeutig 16sen:

f=> Ah
1=0

Damit ist eine eindeutige Losung f € ACl(f ) gefunden, und da I beliebig war, ist der Satz
bewiesen. s.e.c.

Bemerkung: f, f’ konnen stetig auf einen reguliren Randpunkt fortgesetzt werden.
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Satz A.2 Sind uy o zwei Losungen von (A.5) mit W(uy,us) =1, so lgff t sich jede Lisung
von (A.8) in der folgenden Form schreiben (o, € C):

f@) = @) (a+ [ ua(®)g(t) dt) +us(@) (5= [ en(yg(t)at) (A.10)

C

() a+/ us(t)g(t) dt) + uh(a )(5—/xu1(t)g(t)dt) (A.11)

C

Bemerkung: «, § stimmen mit Satz A.1 iiberein, falls u;(c) = p(c)uy(c) = 1 und u)(c) =
us(c) = 0 gilt.

Beweis: Es ist 7f —z f = g zu zeigen (der Rest folgt dann aus Satz A.1). (A.10) differenziert
ergibt (A.11). Nun berechnen wir:

b)) = ) (a+ [usgdt) + () (8= [wigdt) = plurds ~ wiuz)g
= (@=2)u a+/ﬂzgdt)+(q—2)uQ(ﬁ—/ulgdt)—g
= (¢q—2)f—g

Damit ist die Behauptung bewiesen. s.e.c.

A.2 Grenzpunktfall — Grenzkreisfall

Wir kommen gleich zur Sache:

Definition A.1 (Weylsche—Alternative) Sei 7 ein auf I = (a,b) definierter Differen-
tialausdruck. Wir sagen, bei a liegt der Grenzkreisfall (GKF') vor, wenn fir ein zy € C alle
Lisungen von Tu = zou in L%(a,c) (mit a < ¢ < b) liegen. Andernfalls sagen wir, es liegt

der Grenzpunktfall (GPF) vor. Analog fiir b.

Der GKF liegt insbesondere dann bei b vor, wenn b regulér ist. Es liegen dann némlich fiir
alle z € C alle Losungen von (A.5) in L?(c, b). Das gilt sogar allgemein im GKF:

Satz A.3 Wenn fiir ein 29 € C alle Losungen u von (A.5) in L2(c,b) liegen, so gilt das
fiir alle z € C. Analog fiir a.

Beweis: u erfiille (A.5). Wir wihlen zwei linear unabhéngige Losungen uy, us von 7uy o =
2o u1 9 mit W(uy,ug) = 1. Dann kénnen wir wegen 7u — zpu = (2 — 29)u und Gleichung
(A.10) schreiben (a < ¢ < x < b):

u(z) = auy(x) + Bus(z) + (2 — 20) /j(ul(x)m(t) — uy (t)ug(z))u(t) dt (A.12)
Wegen uy 2 € L?(c, b) existiert ein M > 0 mit

b
/ luno(t)2dt < M
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Wir withlen ¢ zunéchst so nahe bei b, daf} |z — zg| M? < 1/4 gilt. Als néichstes schiitzen wir
das Integral mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ab:

[ Cun(auatt) = wr(@ua@)ae) de

< / st (2)ua (£) — wa (£)us(2) |2dt/m ()| dt
< M (Jur () + Jus(x /|u (1) dt

Damit erhalten wir:
[Pt < (ol +|82)M + 20z = 2| M? [ Jut) dt

< (o + 1620 + 5 [ futo dr

| @) dt < 2(|a + 18 M
Da u € AC,, (1) folgt u € L?(c,b) fiir jedes c € (a,b). s.e.c.

Wir interessieren uns nun fiir spezielle Losungen von (A.5), die uns zunéchst die Exi-
stenz einer Losung von (A.5) fiir Im(z) # 0 in L?(c, b) sichern. Dazu fithren wir folgende
Abkiirzung ein (a < ¢ < x < b):

W (u,a),

z—7Z

[ul, = €eR wecAC, (I), z € [c,b) (A.13)

Fiir eine Losung u von (A.5) folgt aus (A.4) mit f = g =u (7u = zu):
[u], = [u]. + /r lu(t)|? dt TU=2U (A.14)

[u], ist daher streng monoton steigend und existiert genau dann, wenn u € L%(c,b) gilt.

Definition A.2 Wir bezeichnen eine Lisung u, # 0 von (A.5) fir Im(z) # 0 mit [u], = 0
als Weyl-Losung bei b.

Alle Weyl-Losungen lassen sich mit zwei Losungen u; » von (A.5), die [u1]. = [ua]. = 0 und
W (uy,us). = 1 erfiillen, bis auf ein komplexes Vielfaches in der Form

U= wuy + Us w e C (A.15)
schreiben ([uy], > 0 fiir ¢ < x wegen (A.14)). Wir definieren weiter die Menge:
K(z) = {w € Cllwuy +ugl, <0} x € (c,b) (A.16)

Wegen (A.14) gilt K(z) C K(z) fir ¢ < < x < b. Die gesuchten Koeffizienten w liegen
daher im Durchschnitt dieser Mengen:

M K() (A.17)

z€(ce,b)
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Wir berechnen nun:

[wuy + usl, = [u1]$(|w —m(z)]* — r(x)Q) (A.18)
mit
o W(”Z:m)m
" =W ),

-2

r(@)? = (W, )e* + W (2, 7) W (w1, )2 ) (|2 = 2] )
= (7= zllwl) "

K (z) ist also eine kompakte Kreisscheibe (und wegen [KE] Satz 5.1 ist K (b) sicher nichtleer)
mit Mittelpunkt m(z) und Radius r(z). Da r(x) streng monoton fallend und beschriankt
ist, existiert 7(b) = lim,_,r(x). Fir ¢ < z < & < b gilt K(2) C K(z) und daraus folgt
wegen |m(x) —m(z)| < r(z)—r(b) die Existenz von m(b) = lim,_, m(zx). Ist w € K(b), so
folgt aus |m(z) — w| < r(x) durch Grenziibergang:

K(b) ={w e C||lw—m(b)| <r()} (A.19)

K (b) ist daher eine kompakte Kreisscheibe (GKF) oder ein Punkt (GPF). Im GKF erhélt
man durch Grenziibergang ([u1], < 00):

wuy +usp =0 < |w—m(b)] =r(b) (A.20)

Im GPF erhilt man aus (A.18) fiir w = m(b) und ¢ < z < b: —[uy],7(x)? < [wuy +usl, <0
und aus liHIl}[ul]xT(l’)2 = 0 endgiiltig:

[wu; +usly =0 << w=m(b) (A.21)
Wir halten auch noch fest, dal wegen (A.14)
u.=0 << [ula#0 Ve, d€a,blc#d (A.22)

fiir alle u # 0 in AC},_(I) mit Tu = zu gilt. Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen:

Satz A.4 FEs existiert zumindest eine Weyl-Losung. Alle Weyl-Lisungen lassen sich mit
uyo aus (A.15) bis auf ein komplexes Vielfaches in der Form
up = Wug + Uy mit |w —m(b)| = r(b) (A.23)

schreiben. Fs gilt
b Im(w)
2dt = —[upl. = —
/c ] & Im(z)

und daher uy, € L?(c,b). wy, kann nie [up], = 0 erfiillen. Analog fiir a.

Folgerungen: Aus (A.22) folgt insbesondere, dafl uy(z) # 0 und uj(z) # 0 fiir alle € (a, b)
gilt. Analog fiir a. Schreiben wir zwei Weyl-Losungen u, bzw. u;, bei a bzw. b in der Form

(A.24)

Uy = wWup + Uy mit |jw —m(a)| = r(a)

up = WUy + Us mit | — m(b)| = r(b)

so folgt: W(ug, up) = w — 1 # 0 (sonst wire [u,]p = [up]e = 0).
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A.3 Selbstadjungierte Operatoren

Wir legen z € C\R fest und wihlen zwei Weyl-Losungen u,;, bei a,b mit W (up, u,)=1.
Aus Satz A.2 folgt, daBl bei festem g € L*(I) C L},.(I) alle Lésungen f von

loc
Tf - Zf =g f S Aclloc(]) (A25)

in folgender Form geschrieben werden kénnen («, 8 € C):

f@) = w@(a+ [ waed) +ua(x)(5+ [

b

r@) = w@) (o [Cumgt)dt) +u@(3+ [Cwbgwa)  (a20)

Um f eindeutig zu machen, legen wir einfach a = § = 0 fest, und erkléaren den Operator:
b

(Ra9)(2) = ) [ ua(t)g(t)dt +ua() [ up(t)g(t) dt (A.28)

a x

b up(t)g(t) dt) (A.26)

T

mit Definitionsbereich:
D(R.) = L3(I) (A.29)

Wir fassen ihn als Resolvente eines durch 7 erzeugten Operators auf und untersuchen daher
R(R,). Es gilt zumindest R.g € D(7) und (7 — 2)R.g = g fiir alle g € L3(I). Wir koénnen
daher einen Operator T, definieren:

T.: R(R.) — L) (A.30)
o= 7f

Fiir g;o € L2(I) gibt es ein kompaktes Intervall [c,d] C I mit g o(z) = 0 fiir x & [¢,d].
Deshalb gilt fiir alle z < ¢:

b
(Rog12)(2) = tal) [ wn(t)gua(t) (A.31)
Und wegen W (g, u,), = 0 folgt daraus (mit (A.26) und (A.27)):
W(Rzgl, Rzgg)a =0 Vgl’g € L(Q)(I) (A32)

Analog zeigt man das Verschwinden von W(R,g1,R.¢2),. Ein Blick auf (A.7) zeigt nun,
dafl T symmetrisch ist. Und da R(T, — z) = D(R,) = L&([) dicht ist, ist zumindest ein

Defekindex von T, null. Wir werden als nichstes R(R,) = D(T,) berechnen ([WD] Kapitel
5, Folgerung 6). Da R, ein beschriinkter Carlemanoperator ist, gilt ®(R,) = L*(I) und R,
ist durch die gleiche Bildungsvorschrift gegeben ([WD] Satz 6.13). Es gilt also fiir alle

g € L3(I): ) .
(Reg)(@) = w(a) [ uat)gt) dt + ua(a) [ u(t)g(t) at (A.33)

T

Wir zeigen nun:

D(T.) ={f e L’(I)] [ €AC,(I);7f € L*(])
W (tg, f)a = 0 falls GKF bei a (A.34)
W (up, f)p = 0 falls GKF bei b}
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Wir bezeichnen den obigen Raum zunéchst mit ®©. Es ist nun © = R(R,) zu zeigen.

R(R.) C D ist einfach, denn es gilt R(R,) C D(7) und fiir den GKF folgt nach elementarer
Rechnung (beachte (A.26) und (A.27)): W(ug, R.g)a = W (up, R.g)» = 0. Es fehlt noch die
Umkehrung ® C R(R.,). Aus f € D folgt g = (1 — 2)f € L*(I) C L}, (I). Das heiB t aber,
f ist in der Form

f = auy, + Bu, + R.g (A.35)

darstellbar (Satz A.2). Liegt bei a der GPF vor, so ist u, & L*(a, ¢) (sonst wire [u), = 0).
Also mul o = 0 gelten, da f,u,, R.g € L?(a,c) gilt. Liegt bei a der GKF vor, so ist
W (tg, f)a = . Es muf3 also in beiden Féllen o = 0 gelten. Analog folgt 8 = 0 und damit
die Behauptung.

Es sind also nur im GKF zusétzliche Randbedingungen notwendig. Bevor wir unsere Er-
gebnisse in einem Satz zusammenfassen, wollen wir noch eine allgemeinere Form der Rand-
bedingung herleiten:

Lemma A.1 Seiv € D () mit W(T,v)e = 0 und es gibt ein f € D(r) mit W(T, f)q # 0.1
Dann gilt

W, fla=0 < W({, fla=0 VfeD(r) (A.36)
und
W(U’ f)a = W(Ua g)a =0 = W(ga f)a =0 \V/f, g€ D(T) (A37)
Beweis: Fiir alle fi,..., fs € ©(7) gilt die Pliickersche Identitét:
fi fa fs Ja
B } ) f/ f/ f/ /
O = gr@detl g g |
i fs i

= W1, f2)eW(fs, f)a + W1, f3)eW (fa, f2) + W (1, f)aW (f2, f3)a

Ihre Giiltigkeit bleibt beim Grenziibergang x — a erhalten, da alle Grenzwerte existieren.
Wihlen wir f; = v, fo = [, fs = T, fs = f so folgt (A.36). Wihlen wir f; = f, fo =
9, fs =, fs = f so folgt (A.37). s.e.c.

Gleichung (A.36) besagt, daB®(T,) (und damit T,) invariant unter komplexer Konjugation
ist. Somit miissen beide Defektindizes gleich null sein und T, ist selbstadjungiert. Wir
haben also den folgenden Satz bewiesen:

Satz A.5 Liegt bei a der GKF vor, so sei eine Funktion v € D(1) mit W(v,v), = 0 und
W(v, f)a # 0 fiir zumindest ein f € D(7) gegeben. Liegt bei b der GKF vor, so sei eine
analoge Funktion w gegeben. Dann ist der Operator

T: D(T) — L) (A.38)
o= 7f
mat
D(T) ={f € L2(I)| f € AC;, (I):7f € L*(I)
W(v, f)o =0 falls GKF bei a (A.39)
W(w, ), =0 falls GKF bei b}

'Bei a liegt dann der GKF vor.
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selbstadjungiert. Seine Resolvente R, (T) ist fir z € C\R durch

b

(Rg)(@) = (@) [ walt)g(t) dt + () [ up(t)g(t) dt (A.40)

a x

T

gegeben, und zwar mit Weyl-Liosungen uqyp, die W (up, u,) = 1 und, falls der GKF bei a,b
vorliegt, W (v, uq)e = W(w, up), = 0 erfillen.

Anmerkungen: Ist z € p(T) (und Im(z) = 0), so bleibt die Formel fiir die Resolvente giiltig,
wenn Losungen von (A.5) mit u, € L*(a,c) bzw. u, € L*(c,b) gefunden werden konnen.
Dies ist insbesondere im GKF méglich.

Das Punktspektrum ist aufgrund der (getrennten) Randbedingungen einfach. Das Spek-
trum ist insgesamt hochstens zweifach ([NE] Paragraph 21.2 Folgerung 1).

Satz A.6 Liegt an beiden Endpunkten der GKF wor, so ist die Resolvente R,(T) ein
Hilbert—Schmidt—Operator.

Beweis: Dies folgt aus der Abschétzung:

/b | / g () (1) dt + /b [y (t)ta () *dt|dz < 2 /b Juq ()2t /b Jup (s)[*ds

s.e.C.

Korollar A.6 Daraus folgt, dafS in diesem Fall das Spektrum rein diskret und einfach ist.

U(T) = Udisc(T) (A41)

A.4 Zerlegungsmethode nach Neumark

Wir wollen noch kurz die sogenannte Zerlegungsmethode beschreiben, da es einen Zusam-
menhang mit den 6—Wechselwirkungen gibt:

Satz A.7 Sei T der selbstadjungierte Differentialoperator aus Satz A.5. Seien T _ die
folgenden Einschrdnkungen von T':

Q(T—) = {f € LZ(CL, C)| fEe AClloc<a7C>;7_f € L2(CL,C); f(c) = 0;

W (v, f)a = 0 falls GKF bei a) (A-42)
O(T.) = {f € L) f € ACk(e.b):f € L(e.b): £(c) = 0 s
W(w, f)o = 0 falls GKF bei b} :
Dann gilt:
Oess(T) = Oess(T_) U 0ess(T) (A.44)
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Anmerkungen: Da das wesentliche Spektrum von den Randbedingungen unabhéngig ist
([WD] Satz 8.18), kann der Satz entsprechend verallgemeinert werden. Vergleiche auch
[DS] Teil 2,XII1.7 Satz 3 und 4.

Beweis: Wir betrachten den Operator
Toe T & T, L?(a,b) ~ L*(a,c) @ L*(c,b)
mit
(7f)(@)=(7f)(x) x#c

D(Tw) = {f € L*(a,b)| f € ACe(a,b) ; f" € ACie((a, b)\{c});
7f € L%(a,b); f(c) = 0;
W (v, f)o = 0 falls GKF bei a
W (w, f), = 0 falls GKF bei b}

Das wesentliche Spektrum o.s5(Tw) von T ist offensichtlich durch die Vereinigung von
Oess(T_) und o.55(T,) gegeben, denn es gilt:

(Too —2) ' (T —2)' @ (T4 —2)7!

(vgl. Gleichung 2.44) Aus einer zu Abschnitt 2.2 analogen Rechnung folgt weiter, dafi T
und T, eindimensionale Fortsetzungen von T sind.

D(T) = {f € D(T)|f(c) = 0}

Damit haben sie aber beide das gleiche wesentliche Spektrum ([WD] Satz 8.18) und die
Behauptung ist bewiesen. s.e.c.
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